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Прапанаваны вучэбна-метадычны дапаможнік напісаны для студэнтаў 
матэматычных факультэтаў педагагічных вышэйшых навучальных устаноў і 
складаецца з дзвюх частак. Яго змест адпавядае тыпавой праграме матэматычнага 
аналізу, зацверджанай Вучэбна-метадычным аб’яднаннем ВНУ Рэспублікі 
Беларусь па педагагічнай адукацыі.  
Першая частка – гэта канспект лекцый па раздзеле «Дыферэнцыяльнае 
злічэнне для функцыі адной зменнай». Праца над канспектам лекцый павінна 
праводзіцца з выкарыстаннем матэрыяла другой часткі – метадычных 
рэкамендацый. 
Тэарэтычны і практычны матэрыял другой часткі аформлены ў выглядзе 
модуляў, што дазваляе сцісла і кампактна забяспечыць самастойную працу 
студэнтаў. Модуль з’яўляецца індывідуальнай праграмай, у якой пералічаны 
мэты, прыведзены план дзеяння, змяшчаецца неабходная інфармацыя і ўказанні 
па вывучэнні матэрыяла, выкананні самакантролю, самааналізу і самаацэнкі. 
Увогуле праграма курса “Матэматычны аналіз” складаецца з сямі блокаў: 
“Уводзіны ў аналіз”, “Дыферэнцыяльнае злічэнне функцыі адной зменнай”, 
“Інтэгральнае злічэнне для функцыі адной зменнай”, “Шэрагі”, “Асноўныя 
структуры матэматычнага аналізу”, “Дыферэнцыяльнае злічэнне для функцыі 
некалькіх зменных”, “Інтэгральнае злічэнне для функцыі некалькіх зменных”. У 
вучэбна-метадычным дапаможніку змешчаны блок «Дыферэнцыяльнае злічэнне 
для функцыі адной зменнай». 
Блок складаецца з наступных частак: “Уваход у блок”, ”М-0. Уводзіны ў 
блок”, “М-1. Вытворная і дыферэнцавальнасць сапраўднай функцыі адной 
сапраўднай зменнай”, “М-2. Асноўныя тэарэмы дыферэнцавальнага злічэння 
сапраўднай функцыі адной сапраўднай зменнай” і інш., завяршаецца 
спецыяльнымі модулямі “М-Р. Рэзюмэ (абагульненне)”, “М-К. Выніковы кантроль 











пытанні трэба адказаць, каб пачаць вывучэнне блоку. Частка “М-0. Уводзіны ў 
блок “ змяшчае інфармацыю аб курсе матэматычнага аналізу ўвогуле і 
характарыстыку значэння блоку “Дыферэнцыяльнае злічэнне функцыі адной 
зменнай” у сістэме курса.  
Змест кожнага модуля падзелены на кампаненты − вучэбныя элементы (ВЭ-
1, ВЭ-2 і інш.). У кожным вучэбным элеменце асветлены асноўныя праблемы, 
вядучыя ідэі, вызначаны мэты. Спецыяльныя элементы − “Уваход у модуль”, 
“ВЭ-0. Уводзіны ў модуль”, “ВЭ-Р. Абагульненне”, “ВЭ-К. Выніковы кантроль па 
модулі” − забяспечваюць завершанасць і этапнасць у навучанні, дазваляюць 
здзейсніць самакантроль па атрыманых ведах, уменнях і навыках. Наяўнасць 
самакантролю па кожным вучэбным элеменце дазваляе ацаніць свае веды. 
Праверыць правільнасць выкананых заданняў можна па адказах, якія прыведзены 
ў канцы дапаможніка. 
Дадатак вучэбна-метадычнага дапаможніка змяшчае чатыры прыблізныя 
варыянты кантрольных работ, узор развязання нулявога варыянта і прыкладны 
пералік пытанняў да экзамену. 
Матэрыял лічыцца засвоеным, калі студэнт пройдзе выніковы кантроль па 
кожным модулі, паспяхова выканае кантрольную работу і здасць экзамен па 
дадзеным раздзеле.  
У дапаможніку выкарыстаны распаўсюджаныя сімвалы матэматычнай 
логікі і лагічныя аператары ⇒, ⇔, ∈, ⊂, ∀, ∃. Для зручнасці карыстання чытача 
тэкст, якім распачынаецца і завяршаецца доказ тэарэм, паказаны значкамі і 
адпаведна. 
Прапанаваная структура вучэбна-метадычнага дапаможніка прадугледжвае 
мэтапалаганне вывучаемай тэмы і з’яўляецца адным з варыянтаў арганізацыі 
самастойнай работы студэнтаў. Спадзяемся, што ўсё гэта дапаможа навучэнцам 
самастойна авалодаць матэрыялам, атрымаць глыбокія і трывалыя веды па 













§ 1. Паняцце вытворнай функцыі. Механічны і геаметрычны 
сэнсы вытворнай 
1°. Азначэнне вытворнай 
Няхай функцыя f вызначана на адкрытым мностве Х і няхай x 0 ∈ Х. Нададзім 
аргументу x0 прырост ∆х ≠ 0 (назавём яго прыростам аргумента) так, што пункт  
x = x 0  + ∆x ∈ Х, ∆x = x − x0.   
Рознасць ∆f(x0) = f(x 0  + ∆x) − f(x0) называецца прыростам функцыі f у 
пункце x 0 , адпаведным прыросту аргумента ∆x, ці коратка - прырост функцыі f  у 
пункце x0. 
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Азначэнне 1. Вытворнай функцыі f у пункце x0 называецца ліміт стасунку 
прыросту функцыі да прыросту аргумента, калі прырост аргумента імкнецца да 
нуля, і абазначаецца 
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Калі ў пункце х0 f '(x) з'яўляецца сапраўдным лікам, то гавораць, што 










 (або −∞, + ∞ ), то гавораць, што функцыя мае 
бясконцую вытворную ў пункце x0. 
Функцыя, якая мае канцавую вытворную ў пункце х 0 , называецца 











Знаходжанне вытворнай функцыі будзем называць дыферэнцаваннем.  

















называюцца адпаведна левай і 
правай вытворнай функцыі f  і абазначаюцца  
f '−(x0) = f '(x0−0) i f '+(x0) = f '(x0 +0). 
З тэарэмы пра ўмову існавання ліміта функцыі на мове аднабаковых лімітаў 
і азначэнняў 1 і 2 вынікае наступная  
Тэарэма.1. Для таго, каб функцыя f мела вытворную ў пункце х 0 , неабходна 
і дастаткова, каб яна мела левую і правую вытворныя ў гэтым пункце і яны былі 
роўныя:  f '(x0−0) = f '(x0 +0). 
Заўвага 1. Няхай функцыя f дыферэнцавальная ў любым пункце x 0  
інтэрвала (a, b), і кожнаму x∈(a, b ) адпавядае адзіны лік f '(x) . У гэтым выпадку 
функцыю f ' са значэннямі f '(x) ∀x ∈ (a, b) называюць вытворнай функцыі f на 
iнтэрвале (a, b). 
Заўвага 2. Функцыя f называецца дыферэнцавальнай на інтэрвале (a, b), калі 
яна дыферэнцавальная ў кожным пункце інтэрвала (a, b). Функцыя f называецца 
дыферэнцавальнай на адрэзку [a, b], калі яна дыферэнцавальная ў кожным пункце 
інтэрвала (a, b) і мае аднабаковыя канцавыя вытворныя f '(b −0) і f '(а +0). 
Прыклад 1. Карыстаючыся азначэннем вытворнай, знайсці вытворную 
функцыі f(x) = x2 ∀x ∈ R. 
Дзеля гэтага выканаем наступнае: 
1. Зафіксуем лік х і нададзім аргументу прырост ∆x. 
2. Вылічым прырост ∆f у пункце х: ∆f = (х + ∆x)2 − x2 = 2x∆x + (∆x)2. 



































Выснова. Функцыя, якая даследуецца, дыферэнцавальная на прамежку 
(−∞,+∞), і яе вытворная f '(x) = 2x. 
2°. Механічны сэнс вытворнай 
Няхай матэрыяльны пункт рухаецца прамалінейна па законе s(t), дзе s(t) − 
становішча пункта на восі ў момант часу t, і няхай за час t0 ён пройдзе шлях s(t0). 
Тады за час ∆t = t − t0 яго шлях азначаны роўнасцю: 
s(t0 + ∆t) − s(t0) = ∆s(t0). 















Відавочна, што значэнне vсяр. будзе тым бліжэйшае да істотнага значэння, 
чым меншае ∆t. 




∆  калі ∆t → 0, называецца імгненнай 









З апошняй роўнасці вынікае, што імгненная хуткасць матэрыяльнага пункта 
ў момант часе t ёсць вытворная шляху па часу ў пункце t. 
Заўвага 3. Функцыі могуць быць рознай прыроды, напрыклад: плошча, 
аб’ём, адлегласць. Менавіта таму механічны сэнс вытворнай можна сфармуляваць 
наступным чынам: вытворная функцыі f у момант часу t ёсць імгненная хуткасць 
змянення функцыі ў момант часу t. 
Прыклад 2. Адзін бок прамавугольніка мае сталую велічыню a = 10 см, а 











павялічваюцца дыяганаль прамавугольніка і яго плошча ў той момант, калі 
b=30см? 
У гэтым прыкладзе функцыямі аргумента t з’яўляюцца дыяганаль і плошча 
прамавугольніка: с = с(t), s = s(t). Даўжыня боку b таксама залежыць ад часу t і 
змяняецца са сталай хуткасцю v = 4см/сек:  
b = vt ⇒ b = 4t ⇒ t = b/v = 30/4 сек = 15/2 сек − момант часу, на працягу 
якога трэба вызначыць хуткасць змянення функцый c(t ) i s(t). 
Знойдзем хуткасць, з якой павялічваюцца c(t) i s(t). 










⇒ vімгн.(15/2) = c'(15/2) ≈ 3,8 см/сек − хуткасць, з якой расце дыяганаль 
прамавугольніка. 
Плошча прамавугольніка s=ab ⇒ s(t)=10⋅4t ⇒ s(t) = 40t ⇒ s'(t) = 40⇒  
⇒ vімгн.(15/2) = s'(15/2) = 40 cм2/сек − хуткасць змянення плошчы.  
3°. Геаметрычны сэнс вытворнай 
Няхай функцыя f непарыўная на мностве Х, а пункты х0 i х0 + ∆x належаць 
мноству Х. Тады пункты М0(x0,f(x0)) i M(x0 + ∆x, f(х0 + ∆x)) належаць графіку 
функцыі f. Прамую М0М называюць сечнай графіка функцыі. Відавочна, што калі 
мы зафіксуем пункт М0 і будзем змяняць ∆x, то сечная будзе як бы паварочвацца 
вакол пункта М0 і прыме становішча датычнай М0Т.  
Абазначым праз ϕ(∆x) вугал нахілу сечнай М0М да дадатнага напрамку восі 






























Тэарэма 2. Калі функцыя f дыферэнцавальная ў пункце х0 , то графік 
функцыі мае датычную ў пункце М0(х0,f(x0)), вуглавы каэфіцыент якой  
роўны f  '(x0). 
Азначэнне 4. Датычнай да графіка функцыі y = f(x) у пункце М0(х0, f(x0)) 
называецца прамая, вуглавы каэфіцыент якой роўны f '(x0). 
Геаметрычны сэнс вытворнай: вытворная функцыі f у пункце х0 роўная 
вуглавому каэфіцыенту датычнай да графіка функцыі ў пункце М0(xo, f(xo)) або 
тангенсу вугла нахілу датычнай у пункце М0(x0, f(x0)) да дадатнага напрамку  
восі Ох. 
4°. Раўнанне датычнай да графіка функцыі 
З аналітычнай геаметрыі вядома раўнанне прамой, якая праходзіць праз 
пункт М0(х0,f(x0)) у дадзеным напрамку: y − f(x0) = k(x − x0). 
Карыстаючыся геаметрычным сэнсам вытворнай, можна сцвярджаць, што 
вуглавы каэфіцыент датычнай k = tgϕ0 = f '(x0) , таму раўнанне датычнай да 











y − f(x0) = f '(x0)(x − x0).     (1) 
Азначэнне 5. Няхай М 0 Т − датычная да графіка функцыі f у пункце 
М0(x0,f(x0)). Нармаллю называецца прамая М0N, якая проходзіць праз пункт М0, 
перпендыкулярная датычнай М0Т.  
Паколькі вуглавыя каэфіцыенты ўзаемна перпендыкулярных прамых k1 і k2 






xfy −−=−     (3) 
Формула (3) атрымана з формулы (1) з улікам умовы (2). 
Прыклад 3. Напісаць раўнанні датычнай і нармалі да графіка функцыі f(x) = 
x2  у пункце М0(2,4). 
f '(x) = 2x ⇒ f '(2) = 4 i па формулах (1) і (3) маем адпаведна: 
y−4 = 4(x−2) − раўнанне датычнай, )2(414 −−=− xy  − раўнанне нармалі.  
Для ўвядзення новых азначэнняў нам спатрэбяцца некаторыя азначэнні з 
папярэдніх глаў матэматычнага аналізу. Менавіта азначэнні, дадзеныя для 
параўнання бясконца малых функцый. 
Азначэнне 6. Функцыя f(x) называецца бясконца малой (б.м.) больш 







. Гэта запісваецца формулай f (x)= о(g( x)), x → x0 
(прамаўляецца: «f ёсць «о» малое ад g, калі x → x0»). 
Азначэнне 7. Функцыі f(x) і g(x) называюцца бясконца малымі аднаго 








запісваецца формулай f (x)= О(g( x)), x → x0 (прамаўляецца: «f ёсць «о» вялікае ад 











Азначэнне 8. Функцыя f, азначаная на мностве Х ⊂ R, называецца 
дыферэнцавальнай у пункце хо ∈ Х, калі існуе такая лінейная адносна прыросту 
аргумента ∆x = x− x0 функцыя А∆x, што прырост функцыі ∆f(x0) = f(x) − f(x0) мае 
выгляд:  
f(x) − f(х0) = A(x - х0) + o(x – x0), калі x → x0, x ∈ X ,  (1∗) 
або ў эквівалентнай форме 
∆f(x0) = A∆x + α(∆x)∆x, α(∆x) → 0, калі ∆x → 0.   (4) 













α .                                  (5) 
Па азначэнню вытворнай ).( 0xfA ′=  Роўнасць (4) прыме выгляд: 
∆f(x0) = )( 0xf ′ ∆x + α(∆x)∆x, α(∆x)→0, калі ∆x → 0.  (6) 
Разгледзім азначэнне датычнай з другога пункта гледжання. 
Няхай функцыя f азначана на прамежку Х, х0 – фiксаваны пункт мноства Х. 
Падбяром сталую с0 так, каб яна лепей за iншых астатнiх канстант 
характарызавала паводзіны функцыі ў наваколлі пункта х0, гэта значыць, каб 
рознасць f(x) – c0, калі x → x0, x ∈ X, была бясконца малой у параўнанні з любой 









⇒ с0 = f(x0). 
Паспрабуем падабраць функцыю c0 + c1 (х-х0) так, каб мець роўнасць 
f(x) = c0 + c1 (х – х0) + o (х – х0), калі  x → x0, x ∈ X.  (7) 
Гэты выраз раўназначы ўмове дыферэнцавальнасці функцыі ў пункце х0 (4). 
























Тэарэма 3. Непарыўная ў пункце x0 ∈ X Функцыя f дапускае лінейнае 
прыбліжэнне (7) у тым і толькі ў тым выпадку, калі яна дыферэнцавальная ў 
пункце x0. 
Функцыя ϕ(x) = c0 + c1 ⋅ (х-х0) (8), дзе с0 = f(x0), с1 = f’(x0), з’яўляецца 
адзінай функцыяй, якая задавальняе ўмове (7). 
Такім чынам, функцыя  
ϕ(x) = f(x0) + f’(x0) ⋅  (х–х0)     (9)  
дастаўляе найлепшае лінейнае набліжэнне функцыі f у наваколлі пункта х0 у тым 
сэнсе, што для любой іншай функцыі выгляду (7) ψ(x) = А + В⋅(х–х0)рознасць  
f(x) – ψ (x)≠ o (х – х0), калі x → x0, x ∈ X. 
Графікам функцыі (9) з’яўляецца прамая, раўнанне якой мае выгляд:  
y – f(x0) = f '(x0) (x−x0) ( 10). Яна праходзіць праз пункт (x0, f(x0)) і мае 
вуглавы каэфіцыент k = f '(x0). 
Менавіта гэта прамая дастаўляе найлепшае дапушчальнае лінейнае 
набліжэнне функцыі y = f(x) або яе графіка ў наваколлі пункта (x0,f(x0)). Менавіта 
таму мае месца яшчэ адно азначэнне датычнай да графіка функцыі f(x) у пункце 
(x0, f(x0)). 
Азначэнне 9. Калі функцыя f азначана на мностве Х і дыферэнцавальная ў 
пункце х0 ∈ X, то прамая, якая задаецца раўнаннем (10), называецца датычнай да 
графіка функцыі ў пункце (x0, f(x0)). 
Заўвага 6. Калі функцыя f непарыўная ў пункце х0 i f '(x0) = ∞, то графік 
функцыі f мае вертыкальную датычную x = x0 у пункце М0(x0, f(x0)), якая будзе 
перпендыкулярная восі Ох. Інакш кажучы, калі аднабаковыя вытворныя ў пункце 
х0 бясконцыя і розныя па знаку, то існуе адзіная датычная да крывой, 













Заўвага 7. Калі вытворная ў пункце x0 не існуе, але аднабаковыя вытворныя 
існуюць, прычым f '(x0−0) ≠ f '(x0 +0), то да крывой y = f(x) можна правесці дзве 
аднабаковыя датычныя, якія ўтвараюць паміж сабою пэўны вугал ϕ . 
Прыклад 4. y = |x|.   Прыклад 4. y = |x2-1|.  
 
     Рыс. 3 
 
§ 2. Сувязь паміж дыферэнцавальнасцю і непарыўнасцю  
функцыі ў пункце 
Тэарэма 1. Функцыя f дыферэнцавальная ў пункце х0, тады і толькі тады, 
калі яе прырост у гэтым пункце можна ўявіць у выглядзе: 
∆f(x0) = f '(x 0 )∆x + α(∆x)∆x, α(∆x) → 0, калі ∆x → 0.  (1) 


























. Згодна з крытэрыем існавання ліміту ён існуе і 
роўны канцавому ліку )(' 0xf  тады і толькі тады, калі  





α дзе 0  ,0)( →∆→∆ xxα . 
Адсюль ∆f(x0) = f '(x 0 )∆x + α(∆x)∆x. З умовы тэарэмы вынікае, што існуе канцавы 








Тэарэма 2. Калі функцыя f дыферэнцавальная ў пункце х, то яна непарыўная 
ў гэтым пункце. 
Функцыя f дыферэнцавальная ў пункце х. Па тэарэме 1 яе прырост можна 








Апошняе азначае, што функцыя f непарыўная ў пункце х на падставе азначэння 
непарыўнасці функцыі ў пункце на мове прыростаў. 
Заўвага 1. Адваротнае сцверджанне ўвогуле памылковае, таму што існуюць 
функцыі непарыўныя ў пункце, але недыферэнцавальныя ў ім. Напрыклад, 
функцыя f(x) = x – непарыўная ў пункце х = 0, паколькі для аднабаковых 








Вылічым аднабаковыя вытворныя ў гэтым пункце: 







































f(х) не мае вытворнай, гэта значыць, яна з’яўляецца недыферэнцавальнай  
у гэтым пункце. 
 
§ 3. Правілы вылічэння вытворных 
Тэарэма 1. Калі кожная з функцый u(x) i v(x) дыферэнцавальная ў  
∀x∈D(u)∩D(v), то будуць таксама дыферэнцавальныя сума, здабытак і дзель 
гэтых функцый (для дзелі v(x)≠0), і маюць месца роўнасці: 
(u + v)' = u' + v' ,       (1) 














 .       (3) 
Докажам для здабытку. 
Абазначым y = u⋅v. Калі x атрымлівае прырост ∆х у пункце х, то і функцыі 
y, u, v атрымліваюць адпаведна прыросты ∆y, ∆u, ∆v. Вядома, што для прыросту 
адвольнай функцыі f маем 
∆f = f(x + ∆x) −f(x) ⇒ f(x + ∆x) = f(x) + ∆f = f + ∆f. 
У адпаведнасці з гэтым знойдзем  
∆y = ∆(uv) = u(x + ∆x) ⋅ v(x + ∆x) − u(x) ⋅v(x) = (u + ∆u) ⋅ (v + ∆v) − uv = uv + u ∆v +  























































Выснова. Калі існуе u'(x) і с − любы сапраўдны лік , то існуе і (с⋅u(x))' =  
= c⋅u'(x). (Сталы множнік можна выносіць за знак вытворнай). 











§ 4. Вылічэнне вытворных некаторых асноўных 
элементарных функцый 
Тэарэма 1. Няхай с∈R, тады функцыя y = c (сталая), дыферэнцавальная ў 
кожным пункце x ∈ R i f '(x) = 0.  
Зафіксуем х і нададзім яму прырост ∆x, тады  
∆f = f(x + ∆x) − f(x) = c – c = 0 ⇒ f '(x) = 0.  
Тэарэма 2. Функцыя f(x) = x дыферэнцавальная ў любым пункце x ∈ R i  

















Тэарэма 3. Функцыя f(x) = ax, дзе a > 0, x∈R, дыферэнцавальная ў любым 
пункце x∈R i  
(ax)' = ax lna. 





























Выснова 1. (ex)' = ex. 
Тэарэма 4. Функцыя f(x) = logax, 0 < a ≠ 1, дыферэнцавальная ў кожным 
































































































Выснова 2. (lnx)' = 1⁄х.  
Тэарэма 5. Функцыі f(x)=sinx, f(x)=cosx, f(x)=tgx, f(x)=ctgx 
дыферэнцавальныя ў кожным пункце іх абсягаў вызначэння і маюць месца 
роўнасці: 
(sin x)' = cosx ;    (1)   (cos x)' = − sinx ;   (2) 
(tg x)' = 
x2cos
1 ;   (3)   (ctg x)' = − 
x2sin
1 .   (4) 








































































Аналагічна самастойна даказаць роўнасць (2). 
Роўнасці (3) i (4) можна даказаць, карыстаючыся тэарэмай аб вытворнай 











§ 5. Дыферэнцаванне складанай і адваротнай функцый 
1°. Дыферэнцаванне складанай функцыі 
Тэарэма 1 (аб дыферэнцаванні складанай функцыі). Няхай h = f◦g – 
кампазіцыя функцый f i g, азначаная на прамежку Х; функцыя g(x) = u 
дыферэнцавальная ў пункце х0, а функцыя f(u) дыферэнцавальная ў пункце  
u0 = g(x0), тады функцыя h(x) = f(g(x)) дыферэнцавальная ў пункце х0, і мае месца 
роўнасць  
h'(x0) = f '(u0) ⋅ g'(x0).    (1) 
Нададзім зменнай х у пункце х0∈Х прырост ∆x≠0 так, што (x0 + ∆x)∈X. 
Менавіта тады u i f атрымаюць прыросты ∆u i ∆f у адпаведных пунктах х0 і u0.  
Па тэарэме 1 §2 ∆h(u0) можна запісаць у выглядзе: 



















Формулу (1) прасцей запісаць у выглядзе: f 'x = f 'u⋅  u'x = f '(u)⋅ u'(x). 
Заўвага 1. Сімвал f 'u азначае вытворную функцыі f(u) па аргументу u, а не 
па аргументу х. 
Заўвага 2. Тэарэма 1 і правілы дыферэнцавання складанай функцыі 
пераносяцца і на кампазіцыю трох і больш функцый. Напрыклад, калі h(x)=f ◦u◦v, 
то h'(x) = f 'u⋅u'v⋅v'x . 
Выкарыстаем тэарэму 1 для атрымання формулы вытворнай ступеневай 
функцыі. 
Тэарэма 2. Функцыя h(x) = xα, α∈R, x > 0 – дыферэнцавальная ў кожным 
пункце х∈ (0, + ∞ ), прычым  
h'(x) = (xα)' = α xα−1.    (2)  
Разгледзім функцыю h(x) = xα = eαlnx як кампазіцыю функцый f ◦ g, дзе  

















exexh xuu  
Заўвага 3. Функцыя h(x) = (f(x))g(x) (дзе f(x) і g(x) – непарыўныяныя функцыі, 
f(x)>0) называецца ступенева-паказнікавай. Вытворную гэтай функцыі можна 
знайсці з дапамогай тэарэм 1 і 2, калі лічыць h(x) = (f(x))g(x) = eg(x)lnf(x). У вынику 
атрымоўваецца формула для h'(x) якая выражае cуму вытворных ступеневай і 
паказнікавай функцый 
h'(x) = (f(x))g(x)g'(x) ⋅ lnf(x) + g(x)f '(x) ⋅ f(x)g(x)−1.   (3) 
Для вылічэння вытворнай ступенева-паказнікавай функцыі выкарыстоўваюць 
таксама лагарыфмічную вытворную.  
Няхай функцыя у = f(x) дадтная і дыферэнцавальная ў дадзеным пункце . 
Тады ў гэтым пункце выконваецца роўнасць lny = ln f(x). Будзем лічыць функцыю 










)())'((ln)'(ln , яна называецца лагарыфмічнай вытворнай функцыі 
у = f(x) у дадзеным пункце . Лагарыфмічная вытворная выкарыстоўваецца для 
вылічэння вытворных некаторых функцый.  
 Вылічым вытворную ступенева-паказнікавай функцыі у = (f(x))g(x) з 










З гэтай роўнасці, з улікам, што у = (f(x))g(x) , атрымаем наступную формулу для 











xfxgxfxgxfy xg . 
2°. Дыферэнцаванне адваротнай функцыі 











Няхай функцыя y = f(x) строга манатонная i непарыўная ў сваім абсягу 
вызначэння D(f), які з’яўляецца прамежкам. У пункце х0 ∈ D(f) функцыя f мае 
вытворную, прычым f ′(x0) ≠ 0. Тады ў пункце y0 = f(x0) адваротная функцыя  











′− .     (4) 
Адзначым, што адваротная функцыя f 1− функцыі f з’яўляецца непарыўнай 
і строга манатоннай на прамежку Е(f) = D(f 1− ). Разгледзім складаную функцыю  
h = f 1− ◦ f . Па ўласцівасці ўзаемна адваротных функцый  
h (x)= f 1− ◦ f (х) ≡ х 
у адвольным пункце х∈D(f). Па тэарэме 2 аб дыферэнцаванні складанай функцыі 
знойдзем 
( ) )()()( 0010 xuufxh ′⋅′=′ − , 
дзе u0 = y0 = f(x0), х0 ∈ D(f), а функцыя f(x) = u. З другога боку h' (x) = x ' = 1 у 























Функцыі y = arcsinx i x = siny узаемна адваротныя і вызначаны адпаведна 
на прамежках (−1;1) і (−π ⁄2;π ⁄2). Функцыя sinу мае вытворную (siny)' = cosy ≠ 0 у 


















===   











Тэарэма 5. Функцыі arctg i arcctg дыференцавальныя ў кожным пункце 











−= .                          (8) 
Функцыі y = arctgx i x = tgy узаемна адваротныя і вызначаны адпаведна на 
мноствах R і (−π ⁄2;π ⁄2). Функцыя tgу мае вытворную 
y
y 2cos
1)'tg( = у кожным 
























Аналагічна даказваецца формула (8). 
3°.Табліца вытворных 
Даказаныя ў §§ 4 − 5 тэарэмы дазваляюць скласці наступную табліцу для 
вылічэння вытворных: 
y = h(x), h = f g; f = f(u),  
u = g(x) 
u' = h'(x) 
y = u y' = u' 
y = u α  y' = α⋅uα−1⋅u' 
y = au y' = au⋅ln a⋅u' 
y = eu y' = eu ⋅u' 




u a⋅  













y = sin u y' = cos u⋅ u' 
y = cos u y' = – sin u⋅ u' 











































§ 6. Дыферэнцыял функцыі 
1°. Азначэнне дыферэнцыяла 
Няхай функцыя f дыферэнцавальная ў пункце x0  тады па т.1 § 2 яе прырост 
мае выгляд: 
∆f (x0) = )( 0xf ′ ∆x + α(∆x)∆x, α(∆x) → 0, калі ∆x → 0.       (1) 
Азначэнне 1. Функцыя )( 0xf ′ ∆х называецца дыферэнцыялам функцыі f у 
пункце x0  і абазначаецца 
df(x0) = f '(x0)∆x.      (2) 
Заўважым, што дыферэнцыял функцыі f (x) = x супадае з ∆x , паколькі 
1)( 0 =′ xf . Таму дамовіліся замест ∆x пісаць dx, тады дыферэнцыял у формуле (2) 
можна запісаць так: 











Формула (1) прыме канчатковы выгляд:  
∆f(x0) = df(x0) + α(∆x)∆x, α(∆x) → 0, калі ∆x → 0.  (4) 

















Калі f '(x0) ≠ 0, то df(x) i ∆ x бясконца малыя функцыі аднаго парадку маласці, 
калі ∆x → 0. У гэтым выпадку гавораць, што дыферэнцыял – функцыя, лінейная 
адносна прыросту ∆x . Такім чынам, з роўнасці (4) робім выснову, што 
дыферэнцыял функцыі − галоўная частка прыросту функцыі, лінейная адносна 
прыросту аргумента. 
Заўвага 1. Дыферэнцыял функцыі ў пункце x0 азначаецца адназначна, 












α  вынікае адзінасць 
ліку f '(x0) = А. 
Заўвага 2.  З формулы (2) атрымліваецца формула для абазначэння 
вытворнай функцыі f(x) у пункце x0: dx
xdfxf )()( 00 =′  (чытаецца: «дэ эф па дэ ікс»). 
Заўвага 3. Раней мы дамовіліся знаходжанне вытворных называць 
дыферэнцаваннем функцыі. Дыферэнцаваннем таксама будзем называць 
знаходжанне дыферэнцыяла. 
2°. Дыферэнцыял кампазіцыі функцый. Інварыянтнасць (нязменнасць) 
формы дыферэнцыяла першага парадку 
Няхай f – функцыя зменнай u, дыферэнцавальная ў пункце u0:  
df(u0) = f '(u0)du.      (5) 
Няхай маем кампазіцыю функцый h(x) = (f g)(x) = f(u(x)), дзе g = u(x) – 
функцыя дыферэнцавальная ў пункце х0, і u(x0)=u0. Тады будзе дыферэнцавальная 











(f g)'(x0) = f '(u0)u'(x0),  d(f g)(x0) = f '(u0)u'(x0) dx= f '(u0)du.  (6) 
Правыя часткі роўнасцей (5) і (6) аднолькавыя. Відавочна, што формула для 
вылічэння першага дыферэнцыяла кампазіцыі функцый такая ж, як і для функцыі, 
якая не з’яўляецца кампазіцыяй. У гэтым і заключаецца інварыянтнасць формы 
першага дыферэнцыяла. 
Аднак паміж формуламі (5) і (6) ёсць істотная розніца. У формуле (5) du – 
прырост аргумента u, у (6) − дыферэнцыял функцыі u у пункце x0. 
Заўвага 4. Ніжэй будзе паказана, што дыферэнцыялы другога і больш 
парадкаў не маюць такой уласцівасці. 
Прыклад 1. Вылічыць дыферэнцыял функцыі f(x) = sin(x2 + 1) двума 
спосабамі па формулах (1) і (2). 
 1) df(x) = (sin(x2 + 1))'dx = 2x⋅cos(x2 + 1)dx;  
 2) h(x) = (f g )(x), дзе f(u) = sinu, u = g(x) = x2 + 1.  
dh(x) = (sinu)'⋅ d(x2 + 1) = cosu ⋅(x2 + 1)'dx = 2x⋅cos(x2 +1)dx. 
3°. Уласцівасці і табліца дыферэнцыялаў 
Тэарэма 1. Калі функцыі f і g дыферэнцавальныя ў пункце x0, то 
1°. d(f+g)( x0)=df(x0)+dg(x0) 










fd ⋅−⋅=  
Доказ з дапамогай формулы (3) і тэарэмы § 3. 
Выкарыстоўваючы табліцу вытворных і ўласцівасць інварыянтнасці формы 
дыферэнцыяла, можна скласці табліцу дыферэнцыялаў 











d uα= α⋅uα−1⋅du d loga u = duau
⋅
⋅ ln
1   
d au =au⋅ln a⋅ du d ln u = du
u
⋅
1   
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4°. Геаметрычны і механічны сэнсы дыферэнцыяла 
Няхай функцыя f дыферэнцавальная ў пункце х0, тады графік функцыі мае 
невертыкальную датычную ў пункце М0(x0, f(x0)). Нададзім х прырост ∆x. У 
∆MAT: AT = ∆x ⋅ tgϕ = f '(x0)∆x = df(x0). Адсюль вынікае геаметрычны сэнс 
дыферэнцыяла функцыі: дыферэнцыял функцыі f у пункце х0 роўны прыросту 
ардынаты датычнай да графіка функцыі ў пункце M0(x0,f(x0)), адпаведнаму 
прыросту аргумента ∆x (рыс. 4). Гэты прырост дадатны, калі функцыя нарастае (ϕ 













Няхай s(t) − закон прамалінейнага руху матэрыяльнага пункта, тады 
ds(tо) = s'(tо)dt = v(tо)dt 
Адсюль вынікае фізічны сэнс дыферэнцыяла: дыферэнцыял функцыі s у пункце tо 
роўны адлегласці, якую прайшоў бы пункт з хуткасцю v(tо) за прамежак часу ∆t. 
5°. Выкарыстанне дыферэнцыяла ў прыблізных вылічэннях  
Няхай функцыя f дыферэнцавальная ў пункце х0. Нададзім аргументу 
прырост ∆x, тады х = х0 + ∆x. Па формуле (2.4) ∆f(x) = df(x) + α(∆x)∆x, α(∆x)→0, 
калі ∆x → 0. Вядома, што 
∆f(x0) = f(x) − f(x0) = f(x0 + ∆x) − f(x0).   (7) 
З формул (4) і (5) вынікае роўнасць  
f(x0 + ∆x) − f(x0) = df(x0) + α(∆x)∆x. 
Калі адкінуць бясконца малы здабытак α(∆x)∆x, то атрымаем 
f(x0 + ∆x) − f(x0) ≈ df(x0) ⇒ f(x) − f(x0) ≈ df(x0) ⇒ f(x) ≈ f(x0) + df(x0) 
або  
f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + df(x0).      (8) 
Апошнюю формулу і выкарыстоўваюць у прыблізных вылічэннях значэння 
функцыі. 











Разгледзім функцыю f(x) = 2x, тады лік 21,98 = 22-0,02 = xx ∆+02  = f(x0 + ∆x), дзе  
х0 = 2, а ∆х = dx = 1,98 − 2 = − 0,02. Яе вытворная f '(x) = 2xln2 ⇒  
⇒ f '(x0) = f '(2) = 4ln2, f(2) = 4; а дыферэнцыял df(x) = f '(x)dx ⇒ 
⇒df(2) = 4ln2⋅0,02 = 0,08ln2. Такім чынам, 21,98 ≈ 4 − 0,08⋅0,7 ≈  3,944. 
 
§ 7. Вытворныя і дыферэнцыялы вышэйшых парадкаў 
1°. Вытворныя вышэйшых парадкаў 
Няхай функцыя f мае канцавую вытворную ў любым пункце прамежка (a, 
b), тады кожнаму x ∈ (a, b) адпавядае адзіны лік f '(x). Гэта значыць, што на 
прамежку (a, b) вызначана функцыя са значэннямі y = f '(x). Гэту функцыю 
называюць вытворнай 1-га парадку функцыі f на прамежку (a, b). 
Калі функцыя f '(x) у сваю чаргу дыферэнцавальная ў кожным пункце 
прамежка (a, b), то функцыю са значэннямі y = (f '(x))' называюць вытворнай 2-га 
парадку функцыі f на прамежку (a, b) і абазначаюць .)( 2
2
dx
fdxfy =′′=  Аналагічна 
азначаюцца вытворныя 3-га (f '''(x) або f(3)(x), або 3
3
dx




fd ) і г. д. парадкаў. 
Дапусцім, што на прамежку (a, b) існуе вытворная (n−1) -га парадку, якая ў 
сваю чаргу дыферэнцавальная ў кожным пункце прамежка, тады вытворную гэтай 
функцыі на (a, b) называюць вытворнай n-га парадку функцыі f на прамежку 




Прыклад 1. f(x) = sinx − функцыя дыферэнцавальная ∀x ∈ R: 
f '(x) = sin'(x) = cosx = sin(x + π ⁄2); 
f ''(x) = (f '(x))' = −sinx = sin(x + 2⋅π ⁄2); 












f (n)(x) = (f (n -1)(x))' = sin(x + n⋅π ⁄2). 
Заўвага. Тэрмін функцыя n разоў дыферэнцавальная ў пункце х азначае 
наступнае: функцыя мае вытворную (n−1)-га парадку ў наваколлі пункта х і 
вытворную n-га парадку ў пункце х.  
Механічны сэнс вытворнай 2-га парадку. Няхай матэрыяльны пункт 
рухаецца прамалінейна па законе s = s(t). Вядома, што імгненная хуткасць яго ў 
момант часу t : v(t) = s'(t). Зафіксуем нашу ўвагу на функцыі v(t), нададзім t 




−∆+ )()(  – гэта сярэдняе паскарэнне ωсяр. 














ω =(s'(t))'=s''(t)=ω(t)  
– паскарэнне руху ў момант часу t. 
Такім чынам, паскарэнне руху ў момант часу t ёсць другая вытворная шляху 
ў момант часу t. 
Прыклад 2. Знайсці паскарэнне, якое атрымае пункт у момант t = 3 cек, калі 
ён рухаецца прамалінейна па законе s = 2t2 + t.  
Знойдзем вытворную 2-га парадку функцыі s: s'(t) = 4t+1,ω(t) = s''(t) = 4. 
Цела рухаецца са сталым паскарэннем ω(t)  = 4м/сек2 i ω(3) = 4 м/сек2.  
2°. Формула Лейбніца 
Няхай функцыі f і g вызначаны на адным прамежку )()( gDfDX ⊂ і n–
разоў дыферэнцавальная на гэтым прамежку. Тады можна сцвярджаць, што існуе 
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Доказ (1) правядзем з дапамогай метада матэматычнай індукцыі. 



















2) Няхай (1) мае месца для n=m, г. зн. 





m +++=⋅ −  
3) Дакажам (1) для n=m+1: 
( ) +++=′⋅=⋅ −+ ...)()()()(()()()()( )1()1(1)()0(0)()1( xgxfCxgxfCxgfxgf mmmmmm  





⊗=++++ + ))(')()()((...))()(' )()1()( xgxfxgxfCxgxf mmmm
m  
Згрупуем складнікі з вытворнымі аднолькавых парадкаў 
( ) ( ) ++++++=⊗ −+ ...)()(")()(')()( )1(21)(10)1(0 xgxfCCxgxfCCxgxfC mmmmmmmm  
































































mmm CCCC , значыць (1) мае месца і для 
n=m+1. Па тэарэме аб матэматычнай індукцыі роўнасць (1) выконваецца для 
адвольнага натуральнага n. 
3°. Дыферэнцыялы вышэйшых парадкаў 
Няхай функцыя f дыферэнцавальная на інтэрвале (a, b). Будзем лічыць 
прырост аргумента ∆x ў кожным пункце інтэрвала const. Тады дыферэнцыял 











будзе вядома, што df дыферэнцавальная на інтэрвале (a, b) функцыя, то будзе 
мець месца роўнасць 
d(df(x)) = (f '(x)∆x)'∆x = f ''(x)(∆x)2 = f ''(x)dx2.  (2) 
Дыферэнцыял ад дыферэнцыяла функцыі f у пункце х называецца 
дыферэнцыялам 2-га парадку функцыі f у пункце х (другім дыферэнцыялам) і 
абазначаецца d2f(x) = d2f. Такім чынам d2f = f ''(x)dx2. Аналагічна азначаюцца 
дыферэнцыялы 3-га, 4-га і іншых парадкаў. Калі функцыя f − n разоў 
дыферэнцавальная ў пункце х, то dnf(x) = d(dn-1f(x)) =  f(n)(x)dxn. 
Прыклад 3. Знайсці d3f функцыі f(x) = sin2x. 
df = 2cos2xdx ⇒ d2f = − 4sin2xdx2 ⇒ d3f = − 8cos2xdx3.  
Дакажам, што дыферэнцыялы вышэйшых парадкаў не ўласціва 
інварыянтнасць формы на прыкладзе дыферэнцыяла 2-га парадку. Калі y = f(u), то  
d2f(u) = f ''(u)du2.      (3) 
Няхай h(x) = f(u(x)), тады ў сувязі з інварыянтнасцю формы першага 
дыферэнцыяла маем: dh(x) = f '(u)du . Знойдзем d2h(x) = d(dh(x)) = d(f '(u)du) (тут 
пад знакам дыферэнцыяла стаіцьздабытак 2-х функцый ад х). Таму  
d2h(x) = f  ''(u)du⋅ du + f '(u)d2u = f ''(u)du2 + f '(u)d2u.          (4) 
Параўнаўшы правыя часткі роўнасцей (3) і (4), бачым, што формула для 
вылічэння другога дыферэнцыяла кампазіцыі функцый h(x) адрозніваецца ад 
формулы вылічэння другога дыферэнцыяла функцыі f(u). 
Выснова: другі дыферэнцыял не мае ўласцівасці інварыянтнасці. 
 
§ 8. Дыферэнцаванне функцый, зададзеных параметрычна 
1°. Вектарназначная функцыя. Паняцце плоскай жарданавай крывой  
Няхай на адрэзку [α, β] зададзены функцыі ϕ i ψ. Кожнаму пункту t∈[α, β] 
паставілі ў адпаведнасць пункт плоскасці R2 з каардынатамі x і y, якія знаходзяцца 











такім чынам адлюстраванне F адрэзка 2],[ Rу→βα  называецца 
вектарназначнай функцыяй і абазначаецца  
F(t) = (ϕ (t), ψ (t)).    (1) 
Функцыі ϕ i ψ называюць кампанентамі (каардынатамі) вектарназначнай 
функцыі F. Падобна таму, як уводзяцца арыфметычныя аперацыі над сапраўднымі 
функцыямі сапраўднай зменнай, можна ўвесці гэтыя аперацыі над 
вектарназначнымі функцыямі.  
Напрыклад, сумай F1(t) = (ϕ1(t);ψ1t)) i F2(t) = (ϕ2(t);ψ2(t)) называецца 
функцыя (F1 + F2)(t) = ((ϕ1 + ϕ2)(t);( ψ1 + ψ2)(t)). Такім чынам, аперацыя 
складання ўводзіцца пакаардынантна (пакампанентна). 
Вектарназначная функцыя F(t) з’яўляецца непарыўнай у пункце t (на 
мностве), калі ў гэтым пункце (на мностве) будуць непарыўнымі яе  
кампаненты ϕ і ψ. 
Вектарназначная функцыя F(t) будзе дыферэнцавальнай у пункце t (на 
мностве), калі ў гэтым пункце (на мностве) дыферэнцавальныя яе  
кампаненты ϕ і ψ. 
Вытворная функцыі F(t) у пункце t абазначаецца F (t) і знаxодзіцца па 
формуле: F (t) = (ϕ '(t); ψ '(t)).  
Напрыклад, F(t) = (cos2t; e3t), t∈[0,π]. Функцыя непарыўная і 
дыферэнцавальная на адрэзку [0, π], прычым F (t) = (−2sin2t ; 3e3t). 
Азначэнне 1. Плоскай жарданавай крывой называецца мноства пунктаў  












, t∈[α, β],    (2) 
дзе ϕ  і ψ непарыўныя на адрэзку [α, β] функцыі. 
Незалежная зменная ў формуле (2) называецца параметрам жарданавай 











Калі разгледзець параметр t як час рухання матэрыяльнага пункта, 
каардынаты якога знаходзяцца па формулах (2), то жарданава крывая – след 
гэтага матэрыяльнага пункта, які ён пакінуў на плоскасці.  










, t∈ (−∞, + ∞).     (3) 
Крывая, зададзеная раўнаннямі сістэмы (3), з’яўляецца жарданавай крывой.  
Выключым з раўнанняў сістэмы (3) параметр t, атрымаем лінейную 
функцыю a2x − a1y = b1a2 − b2a1, графікам якой з’яўляецца прамая лінія. Такім 
чынам, прамая – жарданава крывая. 










 t∈[0;2π], a≠0, b≠0    (4) 









x  Такім чынам, эліпс − жарданава крывая, якая зададзена раўнаннямі 
сістэмы (4). 










 t∈ [0; 2π], а ≠ 0, 
з’яўляецца акружнасцю радыуса а з цэнтрам у пункце О(0;0): x2 + y2 = a2. 
Такім чынам, акружнасць з’яўляецца жарданавай крывой. 
Прыклад 3. Графік адвольнай непарыўнай на адрэзку [a, b] функцыі y = f(x) 
з’яўляецца жарданавай крывой. 
Сапраўды, яго можна задаць з дапамогай раўнанняў (2), калі прыняць x = t, а 
y = f(t), t∈[a, b]. 












r=f(ϕ),      (5) 
дзе f – непарыўная на [α;β] функцыя. Дакажам, што Γ з'яўляецца жарданавай 
крывой. 
Нагадаем, што на плоскасці палярная сістэма каардынат задаецца 
палярнай воссю (прамень Оr) і адзінкавым адрэзкам. Адвольны пункт плоскасці 
М у палярнай сістэме каардынат мае каардынаты (ϕ, r), дзе ϕ – вугал, які 
адкладываем ад восі Оr супраць стрэлкі гадзінніка, калі ϕ – дадатны, і па 
гадзіннікавай стрэлцы, калі вугал ϕ – адмоўны. 
Разгледзім дэкартавую прамавугольную сістэму каардынат, у якой вось Ох 
супадае з палярнай воссю Оr, вось Oy накіравана ўверх (рыс. 5). Адвольны пункт 
М крывой Γ, якая зададзена раўнаннем (5), у палярнай сістэме каардынат мае 
каррдынаты (ϕ, r), а ў дэкартавай сістэме каардынат яго каардынаты будуць (х;у). 



























 ϕ∈[α;β], дзе f – 
непарыўная на [α;β]; cos ϕ, sin ϕ  – непарыўныя, тады будуць непарыўнымі 
функцыі, якія задаюць х і у. Такім чынам, Γ– жарданава крывая, а раўнанне (5) 











Прыклад 5. У палярнай сістэме каардынат пабудаваць крывыя Жардана, 
якія зададзены раўнаннямі: 
а) r=R; б) r=R cos ϕ; в) r=R sin ϕ. 
 
Рыс. 6 











 Гэтую крывую апісвае пункт М акружнасці 
радыуса r, якая каціцца па восі Ох (рыс. 7). 
 
Рыс. 7 












tRx  Гэтую крывую апісвае пункт М акружнасці 
























 Гэтую крывую апісвае пункт М 
акружнасці радыуса а, якая каціцца звонку нерухомай акружнасці такога ж 
радыуса (рыс. 9). 
 
Рыс. 9 
2°. Дыферэнцаванне функцый, зададзеных параметрычна  
Няхай функцыя f не зададзена непасрэдна, як y=f(x), але вядома залежнасць 
x і у ад некаторай трэцяй дапаможнай зменнай t (параметр). У гэтым выпадку 























дзе ϕ i ψ − вядомыя непарыўныя функцыі на адрэзку [α, β]. Дапусцім, што 
функцыя ϕ  абарачальная (обратимая), то з першага раўнання сістэмы (2) маем  
t = ϕ−1(x). Падставім значэнне t у другое раўнанне сістэмы (2) і атрымаем 
функцыю 
f(x) = ψ(ϕ−1(x)) = (ψϕ−1)(x),    (6) 
якая адпавядае параметрычным раўнанням сістэмы (2). 









x t  t∈[1;3]     (7) 
З першага раўнання сістэмы (7) вынікае, што t = log2x. Падставім 
атрыманую формулу ў другое раўнанне сістэмы, атрымаем f(x) = 2log2x + 1 − 
функцыю, якая адпавядае параметрычным раўнанням сістэмы (7). 
На практыцы бываюць выпадкі, калі функцыю f нельга яўна выразіць з 
раўнанняў сістэмы (2). Менавіта тады для даследавання функцыі f трэба ўмець 
знаходзіць вытворную функцыі, зададзенай параметрычна формуламі сістэмы (2). 
Няхай функцыі ϕ і ψ дыферэнцавальныя на адрэзку [α, β] і ϕ '(t)≠0 ∀t∈[α,β], 















= ,     (8) 
дзе x = ϕ(t). 


















ψψ =  Менавіта тады, калі 

























==    (9) 
і г. д. для вытворных парадка вышэй другога. 
Прыклад 10. Знайсці другую вытворную функцыі, зададзеную 
параметрычна сістэмай (7).  







=  = 
2ln2
2
t , дзе x = 2
t.  














, t∈[1,3]. Знойдзем ψ1'(t) = −2/2t, ϕ'(t) = 2tln2, падставім іх у 
формулу (8) і атрымаем 
2ln2
2)(" 2txf −= , дзе x = 2
t. 
 
§ 9. Тэарэмы аб сярэднім значэнні дыферэнцавальных функцый 
Тэарэма 1 (Ферма). Калі функцыя f вызначана на некаторым прамежку Х і 
ва ўнутраным пункце х0∈Χ дыферэнцавальная і прымае найбольшае (найменшае) 
значэнне, тады f '(x0) = 0.  
Няхай у пункце х0 функцыя прымае найбольшае значэнне на прамежку X. 
Гэта значыць, што  



































Такім чынам, f '(x0–0) ≥ 0, f '(x0+0) ≤ 0. Адсюль вынікае, што магчымы два 
выпадкі: f '(x0) =0 або не існуе. Паколькі па ўмове f дыферэнцавальная ў пункце 
х0∈Χ, тады f '(x0) = 0.  
Аналагічна даказваецца тэарэма для выпадку найменшага значэння  
функцыі f.  
Заўвага 1 (геаметрычны сэнс тэарэмы Ферма). Калі функцыя задавальняе 
тэарэме Ферма, то датычная да графіка функцыі ў пункце (х0,f(x0)) паралельна 
восі 0х (рыс. 10). 
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Заўвага 2. Тэарэма Ферма можа быць выкарыстана для знаходжання най-
большых і найменшых значэнняў непарыўнай на адрэзку функцыі. Паводле 
другой тэарэмы Вейерштраса, функцыя f непарыўная на адрэзку [a,b], прымае на 
гэтым адрэзку свае найбольшае і найменшае значэнні. Гэтыя значэнні могуць 
быць у тых пунктах інтэрвала (a, b), дзе вытворная роўна 0 (у адпаведнасці з 
тэарэмай Ферма) або там, дзе яна не існуе, а таксама на канцах адрэзка. Адсюль і 
вынікае правіла Ферма: 
1) знайсці крытычныя пункты (тыя, дзе f '(x) = 0 або f '(x) не існуе), якія 
належаць адрэзку [a, b]; 
2) вылічыць значэнні функцыі ў гэтых пунктах і на канцах адрэзка; 











Прыклад 1. Знайсці найбольшае і найменшае значэнні функцыі  
f(x) = 2x3−3x2 на адрэзку [0,5; 5] . 
Функцыя f непарыўная на адрэзку, дыферэнцавальная на інтэрвале, таму па 
правіле Ферма: 
1) знойдзем крытычныя пункты: 
f '(x) = 6x2−6x, f '(x) = 0 ⇒ 6x2 − 6x = 0 ⇒ 6x(x−1) = 0⇒ x = 0, x = 1, але пункт  
x = 0∉[0,5; 5];  
2) вылічымзначэнні функцыі ў пунктах x = 1, x = 0,5, x = 5: 
f(1) = −1, f(0,5) = −0,5, f(5) = 175; 
3) запішам найбольшае M = 175 = f(5) і найменшае m = −1 = f(1) значэнні 
функцыі.  
Тэарэма 2 (Роля). Няхай функцыя f непарыўная на адрэзку [a, b], 
дыферэнцавальная на інтэрвале (a, b) і на канцах інтэрвала f(a)= f(b), то існуе 
пункт с∈(a,b) такі, што f '(c) = 0. 
Паколькі функцыя f непарыўная на адрэзку [a, b], то, паводле другой 
тэарэмы Вейерштраса, на адрэзку [a,b] яна прымае свае найменшае m і 
найбольшае M значэнні. 
Магчымы выпадкі: 
1) m = M ⇒ f(x) = m = M = const ⇒ f '(x) = 0 ∀x∈ (a,b).  
2) m ≠ M. Найбольшае або найменшае значэнні функцыя f прымае ў пункце 
с∈(a, b) (паколькі f(a) = f(b)) і па тэарэме Ферма f '(c) = 0.  
Заўвага 3 (геаметрычны сэнс тэарэмы Роля). Калі функцыя f задавальняе 
ўмовам тэарэмы Роля, то існуе, прынамсі, адзіны пункт (с, f(c)) на графіку 













Тэарэма 3 (Лагранжа). Няхай функцыя f непарыўная на адрэзку [a, b], 






−      (2) 
Увядзём дапаможную функцыю F(x) = f(x) − λx, дзе λ − некаторы 
сапраўдны лік. Для функцыі F(x) выконваюцца наступныя ўмовы: 
1) F(x) непарыўная на адрэзку [a, b] (як здабытак і рознасць функцый f(x) і 
λx);  
2) F(x) дыферэнцавальная на інтэрвале (a, b) (як рознасць 
дыферэнцавальных функцый f(x) і λx).  





− )()( .  Такім чынам, функцыя F(x) задавальняе ўмовам тэарэмы Роля, і 
таму існуе такі пункт с∈(a,b), што F '(c) = f '(c) − λ = 0 ⇒ λ = f '(c)   
Заўвага 4 (геаметрычны сэнс тэарэмы Лагранжа). Паколькі  






, то левая частка роўнасці (2) – вуглавы каэфіцыент хорды, 
якая злучае пункты А(а; f(a)) i B(b; f(b)). Калі функцыя f задавальняе ўмовам 
тэарэмы Лагранжа, то на графіку функцыі f знойдуцца пункты, датычныя ў якіх да 
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Заўвага 5. Формула (2) называецца формулай Лагранжа і часцей яна 
запісваецца ў выглядзе  
f(b) − f(a) = f '(c)(b − a). 
Заўвага 6. Тэарэма Роля з’яўляецца частковым выпадкам тэарэмы Лагранжа, 
калі хорда паралельная восі Ох, а гэта значыць, калі f(b) = f(a). 
Тэарэма 4 (Кашы). Калі функцыі f i g непарыўныя на адрэзку [a, b], 
дыферэнцавальныя на інтэрвале (a, b) i g'(x) ≠0 ∀x∈ (a, b), то існуе пункт с ∈ (a, b) 












−      (3) 
Увядзём дапаможную функцыю F(x) = f(x) −λg(x), дзе λ − некаторы 
сапраўдны лік. Для функцыі F(x) выконваюцца ўмовы: 
1) F(x) непарыўная на адрэзку [a, b]; 
2) F(x) дыферэнцавальная на інтэрвале (a, b).  
Возьмем лік λ так, каб F(a)=F(b). Тады маем, што  f(a) −λg(a) = f(b) −λg(b). З 



















Такім чынам, функцыя F(x) задавальняе ўмовам тэарэмы Роля, і таму існуе 




cf   
Заўвага 7. Тэарэма Лагранжа – частковы выпадак тэарэмы Кашы, калі 
лічыць g(x)=x. 
Тэарэма 5 (Дарбу). Калі функцыя f  дыферэнцавальныя на інтэрвале (a, b), і 
існуюць аднабаковыя вытворныя f '(a+0) =A  і  f '(b–0) =B, то для адвольнага 
пункта C, які змяшчаецца паміж А і В, знойдзецца пункт с ∈ (a, b) такі, што мае 
месца роўнасць f '(c)=C. 
 
§ 10. Правіла Лапіталя-Бярнулі раскрыцця нявызначанасцей 
пры вылічэнні лімітаў  



















Тэарэма 1. Няхай функцыі f i g непарыўныя і дыферэнцавальныя ў 
















































.     (2) 
Паколькі функцыі f  i g – непарыўныя ў адвольных адрэзках наваколля 






























=  дзе c∈[x0,x]⊂ U(x0,δ) або c∈[x,x0] ⊂ U(x0,δ). 
































 прымем без доказу. 






































Тэарэма 2. Няхай функцыі f i g непарыўныя на інтэрвалах (a,+∞), (−∞,a), 
(−∞,+∞) і дыферэнцавальныя ў кожным пункце гэтых інтэрвалаў, і g'(x) ≠0. 




























Тэарэму прымем без доказу. 

































































Заўвага 1. Калі вытворныя f ', f '', … i g', g'', … задавальняюць умовам тэарэм 
1 і 2, то правілам Лапіталя-Бярнулі можна карыстацца некалькі разоў. 














































































Заўвага 2. Патрэбна заўжды памятаць, што правіла Лапіталя мае месца 

















 таму што 













2°. Выкарыстанне правіла Лапіталя-Бярнулі для раскрыцця 
нявызначанасцей выгляду: ( ) ( ) ( )00 ,1,0),0(),( ∞∞⋅∞−∞ ∞  
Раскрыццё нявызначанасці выгляду (∞ − ∞). 

































































































































Раскрыццё нявызначанасцей выгляду: ( ) ( ) ( )00 ,1,0 ∞∞ можна зрабіць з 
дапамогай лагарыфмічнай тоеснасці )(ln)()())(( xfxgxg exf =  і ўласцівасцей 
паказнікавай функцыі. 






















































§ 11. Умовы сталасці і манатоннасці функцыі на прамежку 
Тэарэма 1. Няхай на адрэзку [a, b] вызначана непарыўная функцыя f, 
дыферэнцавальная на інтэрвале (a, b). Функцыя f — сталая на адрэзку [a, b] тады і 
толькі тады, калі f '(x) = 0 ∀x ∈ (a, b). 
 Неабходнасць. Дадзена: f(x) = c – const. 
Даказаць: f '(x) = 0∀ x∈ (a, b).  











Дастатковасць. Дадзена: f '(x) = 0∀ x∈ (a, b).  
Даказаць: f(x) = c – const. 
Разгледзім ∀x1, x2∈ (a, b) і пакажам, што f(x1) = f(x2). 
Паколькі на адрэзку [x1, x2] функцыя f (x) задавальняе тэарэме Лагранжа, то 
існуе пункт с∈[x1, x2] такі, што f(x2) − f(x1) = f '(c)(x2 − x1). Па ўмове f '(c) = 0 ⇒  
⇒ f(x2) − f(x1) = 0 ⇒ f(x2) = f(x1) ∀x1, x2∈ [a, b] ⇒ f(x) = c – const. 
Тэарэма 2. Няхай на адрэзку [a, b] вызначана непарыўная функцыя f, 
дыферэнцавальная на інтэрвале (a, b). Для таго каб f была ненарастальнай 
(неспадальнай) на адрэзку [a, b], неабходна і дастаткова, каб  f '(x) ≥ 0 (f '(x)≤ 0)  
∀x ∈ (a, b). 
Прымем без доказу.  
Тэарэма 3. Няхай на адрэзку [a, b] вызначана непарыўная функцыя f, 
дыферэнцавальная на інтэрвале (a, b). Для таго каб f была спадальнай 
(нарастальнай) на aдрэзку [a, b], дастаткова, каб f '(x) > 0 (f '(x) < 0) ∀x∈ (a, b). 
Доказ тэарэмы правядзем для выпадку, калі f '(x) > 0 ∀ x∈(a, b). Дакажам, 
што ∀x1, x2∈(a, b) такіх, што x2 > x1, мае месца няроўнасць f(x2) > f(x1). 
Паколькі на адрэзку [x1, x2] функцыя f(x) задавальняе тэарэме Лагранжа, то 
існуе пункт с∈[x1, x2] такі, што f(x2) − f(x1) = f '(c)(x2 − x1) > 0 ⇒ f(x2) − f(x1) > 0 ⇒ 
⇒ f(x2) > f(x1).  
Аналагічна даказваецца тэарэма для ўмовы f '(x) < 0. 
Заўвага 1. Тэарэма 3 не з’яўляецца неабходнай умовай нарастання 
(спадання) функцыі, паколькі строга манатонная функцыя ў асобных пунктах 
можа мець вытворную роўную нулю. Напрыклад, функцыя f(x) = x3 нарастае на 












§ 12. Экстрэмумы функцыі 
1°. Лакальныя экстрэмумы 
Азначэнне 1. Няхай функцыя f вызначана на інтэрвале (a, b). Пункт  
x0∈ (a,b) называецца пунктам лакальнага мінімуму (min) (максімуму − max)) 
функцыі f, калі існуе наваколле U(x0, δ) = (x0−δ, x0 + δ) ⊂ (a, b) такое, што  
∀x∈
o
U  (x0, δ) выконваецца няроўнасць f(x)≥  f(x0) (f(x)≤  f(x0)). 
Азначэнне 2. Няхай функцыя f вызначана  на інтэрвале (a, b). Пункт  
x0∈(a,b) называецца пунктам строгага лакальнага мінімуму (максімуму) функцыі 
f, калі існуе наваколле U(x0, δ) ⊂  (a, b) такое, што ∀ x∈ 
o
U  (x0, δ) выконваецца 
няроўнасць f(x) > f(x0) (f(x) < f(x0)). 
Пункты лакальнага максімуму і мінімуму функцыі f называюцца пунктамі 
лакальнага экстрэмуму, а значэнні функцыі ў гэтых пунктах, адпаведна, 
лакальнымі максімумам i мінімумам. 
З рысунка 13 відаць, што x1 (x2) – пункт строгага лакальнага максімуму 
(мінімуму), а пункты інтэрвала (c,b) – пункты лакальнага максімуму; f(x1), f(x2), 
f(x3) – лакальныя экстрэмумы. 
  
Рыс.13 
Тэарэма 1. (Неабходная ўмова экстрэмуму). Калі функцыя f 
дыферэнцавальная на інтэрвале (a, b) i x0 ∈(a, b) – пункт лакальнага экстрэмуму 











Дадзена: f – дыферэнцавальная ∀ х∈(a, b), x0 ∈(a, b) – пункт лакальнага 
экстрэмуму функцыі f.  
Даказаць: f  '(x0) = 0 
З азначэнняў 1 і 2 вынікае, што існуе такое наваколле пункта х0, у якім 
функцыя f будзе прымаць сваё найменшае (х0 − п. лакальнага мінімуму) або 
найбольшае (х0−п. лакальнага максімуму). Тады па тэарэме Ферма значэнне f '(x0) 
= 0. 
Заўвага 1. Роўнасць f '(x0) = 0 з’яўляецца неабходнай умовай існавання 
экстрэмуму, але не дастатковай.  
Прыклад 1. f(x) = x3, f '(x) = 3x2 = 0 ⇒ x = 0, але х = 0 не з’яўляецца пунктам 
экстрэмуму, паколькі f '(x) ≥ 0 ∀x∈R і таму не мае экстрэмумаў.  
Заўвага 2. Калі f недыферэнцавальная ў пункце х0, то х0 можа быць, а можа і 
не быць пунктам экстрэмуму. 
Прыклад 2. Для функцыі f(x) = |x| пункт х = 0 – пункт мінімуму, але ў гэтым 
пункце вытворная не існуе. 
Прыклад 3. Для функцыі 3)( xxf = у пункце х = 0 існуе бясконцая 







xf  функцыя нарастае на мностве R і таму не мае 
экстрэмумаў. 




xf = але пункт х = 0 – пункт лакальнага мінімуму. 












Азначэнне 4. Пункты, у якіх вытворная функцыі роўна 0 або ∞ ,або ўвогуле 
не існуе, будзем называць крытычнымі пунктамі І роду. 
Выснова. З заўвагі 2 і Т.1 вынікае, што неабходнай ўмовай экстрэмуму 
функцыі ў пункце х0 з’яўляецца роўнасць яе вытворнай 0, або 
недыферэнцавальнасць функцыі ў гэтым пункце. 
Тэарэма 2 (І дастатковая ўмова экстрэмуму). Няхай функцыя f 
дыферэнцавальная на інтэрвале (a, b), за выключэннем, можа быць, пункта  
x0 ∈ (a, b); непарыўная ў пункце x0. Калі ∃U(x0,δ) ⊂  (a,b), такое, што  
1) ∀x ∈ (x0−δ ; x0) f '(x) > 0, а ∀x ∈ (x0; x0 + δ) f '(x) < 0, то х0 − пункт 
лакальнага максімуму функцыі f; 
2) ∀x ∈ (x0−δ ; x0) f '(x) < 0, а ∀x ∈ (x0; x0 + δ) f '(x) > 0, то х0 − пункт 
лакальнага мінімуму функцыі f. 
Дакажам п.1. Па ўмове тэарэмы ∀x ∈ (x0−δ ;x0) f '(x) > 0, тады па Т.3 § 11 
функцыя f нарастае на інтэрвале (x0−δ ; x0), г. зн. ∀ x < x0 выконваецца няроўнасць 
f(x) < f(x0), а паколькі ∀x ∈ (x0; x0 + δ) f '(x) < 0, то па Т.3 § 11 функцыя f спадае на 
інтэрвале (x0; x0 + δ), г. зн. ∀ x >x0 выконваецца няроўнасць f(x)<f(x0). Такім 
чынам для пункта х0 ∃U(x0,δ) ⊂  (a,b)|∀x∈
o
U  (x0, δ) выконваецца няроўнасць f(x) 
< f(x0). Таму (па А. 1) х0 − пункт лакальнага максімуму.  
Аналагічна даказваецца п.2. 
Заўвага 3. Тэарэму 2 можна сфармуляваць наступным чынам: калі пры 
пераходзе праз пункт х0 злева направа вытворная мяняе знак з " + " на "−", то х0 − 
пункт лакальнага максімуму, а калі з "−" на " + ", х0 − пункт лакальнага мінімуму. 
Заўвага 4. Калі пры пераходзе праз пункт х0 знак вытворнай не змяняецца, 
то ў пункце х0 няма экстрэмуму. 

















xf −=−=  Знойдзем крытычныя 
пункты: 
11010)(' 23 2 ±=⇒=⇒=−⇒= xxxxf ; у пункце х = 0 f '(0) = ∞. Такім 
чынам, пункты х = 0,±1− крытычныя пункты І роду. Гэтыя пункты падзяляюць 
D(f) на прамежкі манатоннасці функцыі. Азначым знакі вытворнай на кожным з 
прамежкаў. Пры пераходзе праз пункт х = −1 вытворная змяняе свой знак з " + " 
на "–", а праз пункт х = 1 – з "–" на " + " , праз пункт х = 0 – знак вытворнай не 
змяняецца. Такім чынам, х = −1 – п. лакальнага максімуму, x = 1 − п. лакальнага 
мінімуму;  
fmin = f(−1) = 2, fmax = f(1) = −2. 
Тэарэма 3 (ІІ дастатковая ўмова экстрэмуму). Няхай функцыя f вызначана 
на (a, b), двойчы дыферэнцавальная ў пункце x0 ∈ (a, b) i f '(x0) = 0, тады: 
1) калі f "(x0) > 0, то x0 − пункт лакальнага мінімуму; 
2) калі f "(x0)< 0, то x0 − пункт лакальнага максімуму. 


































xf  у наваколлі пункта x0. Калі x < x0, то f '(x) > 0; калі x > x0, то 
f '(x) < 0. Па Т.2 х0 − пункт лакальнага максімуму.  
Аналагічна даказваецца п.1 тэарэмы.  
Прыклад 6. Даследаваць на экстрэмум функцыю f(x) = 1/4 x4 − 1/2 x2. 











f '(x) = x3 − x = 0 ⇒ x = 0, x = 1±  − стацыянарныя пункты.  
Знойдзем другую вытворную f "(x) = 3x2 − 1, а потым яе значэнні ў 
стацыянарных пунктах:  
f "(0) = −1 < 0 ⇒ x = 0 − пункт лакальнага максімуму, fmax = f(0) = 0; 
f "(−1) = f "(1) = 2 > 0 ⇒ x = ± 1 − пункты лакальнага мінімуму, fmin = f "(−1) = f(1) 
=  
= −1/4. 
2°. Абсалютны экстрэмум 
Азначэнне 5. Няхай функцыя f вызначана на прамежку Х і прымае 
найбольшае і найменшае значэнні на гэтым прамежку адпаведна ў пунктах х1 і х2, 
тады пункт х1 называецца пунктам абсалютнага максімуму функцыі f на 
прамежку Х, а пункт x2 − пунктам абсалютнага мінімуму функцыі f на прамежку 
Х. Значэнні функцыі f у гэтых пунктах называюцца адпаведна абсалютнымі 
максімуму i мінімуму функцыі f на прамежку Х або найбольшым і найменшым 
значэннямі функцыі f на прамежку Х. 
Калі функцыя f непарыўная на [a, b], то адпаведна другой тэарэме 
Вейерштраса яна мае абсалютны мінімуму i максімуму на гэтым адрэзку, якія 
знаходзяцца па правіле Ферма. 
Заўвага 4. Падчас развязання задач узнікае сітуацыя, калі абсалютныя 
экстрэмумы функцыі f прыходзіцца шукаць на прамежку, які не з’яўляецца 
адрэзкам. У такіх выпадках будзем карыстацца наступнай тэарэмай. 
Тэарэма 4. Калі функцыя f непарыўная на прамежку Х і мае адзіны пункт 
экстрэмуму х0∈Х, то, калі x0 − пункт лакальнага максімуму (мінімуму) , то ў ім 
функцыя прымае найбольшае (найменшае) значэнне f(x0) на прамежку Х. 
Дакажам тэарэму для выпадку, калі x0 − пункт лакальнага максімуму, 
метадам супрацьлеглага дапушчэння. Няхай ∃х1 ∈Х, х1 ≠  х0 у якім функцыя 











х1 і х0. Згодна з другой тэарэмай Вейерштраса функцыя f прымае найбольшае f(x1) 
і найменшае f(x2) значэнні на адрэзку з канцамі х1 і х0 прычым х2 ≠  х0, паколькі па 
ўмове x0 − пункт лакальнага максімуму, то ∃U(x0,δ) ⊂  Х такое, што ∀x∈U(x0, δ) 
f(x)<f(x0) (рыс. 14). Заўважым, што XxU ⊂∃ );( 12 δ  такое, што );( 12 δxUx∈∀  
выконваецца няроўнасць f(x) > f(x2). Па азначэнні 1 х2 – пункт лакальнага 




Задача. Дадатны лік а запісаць у выглядзе сумы 3-х дадатных складнікаў, 
два з якiх роўныя паміж сабою так, каб здабытак іх быў найбольшым.  
Абазначым адзін са складнікаў х, тады 2-гі складнік таксама будзе х, а 3-ці − 
(а−2х). Іх здабытак Р(x) = x2(a−2x) − функцыя, якая павінна прымаць найбольшае 
значэнне на абсягу вызначэння функцыі, які знаходзім па сэнсу задачы:  
D(Р) = {xx > 0, a−2x > 0} = (0;a/2). 
Знойдзем пункт, у якім функцыя Р(x) будзе прымаць найбольшае значэнне. 
Даследуем функцыю на экстрэмум: Р'(x) = 2ax−6x2, Р'(x) = 0 ⇒ 2x(a−3x) = 0 ⇒  
⇒ x = 0∉ D(Р), x = a/3∈ D(Р). Выкарыстаем ІІ дастатковую ўмову экстрэмуму:  
Р"(x) = 2a−12x, P"(a/3) = −2a < 0. Па тэарэме 3 х = a/3 − адзіны пункт лакальнага 
максімуму. Тады па тэарэме 4 у гэтым пункце функцыя прымае сваё найбольшае 
значэнне. Калі два складнікі роўныя а/3, то і трэці будзе роўны a/3. 












§ 13. Выпукласць функцыі. Пункты перагібу 
Няхай функцыя f дыферэнцавальная ў пункце х0, тады графік гэтай функцыі 
ў пункце M0(x0, f(x0)) мае нахільную датычную, раўнанне якой  
Y = f(x0) + f '(x0)(x − x0),     (1) 
дзе Y = Y(x) – ардыната датычнай, адпаведная абсцысе х. 
Азначэнне 1. Пункт x0 называецца пунктам выпукласці ўніз (уверх) функцыі 
f, калі існуе наваколле пункта x0 такое, што ∀х≠x0 з гэтага наваколля графік 
функцыі f ляжыць вышэй (ніжэй) датычнай да яго ў пункце з каардынатамі  
(x0, f(x0)), г. зн. f(x) −Y > 0 (f(x)−Y < 0) ∀x≠x0 з гэтага наваколля.  
Азначэнне 2. Калі ўсе пункты x∈X з’яўляюцца пунктамі выпукласці ўніз 
(уверх), то кажуць, што функцыя f  выпуклая ўніз (уверх) на прамежку Х. 
Азначэнне 3. Пункт M0(x0, f(x0)) называецца пунктам перагібу графіка 
функцыі f, калі існуе наваколле пункта x0 :U(х0,δ) такое, што ∀х < x0 з гэтага 
наваколля графік функцыі размешчаны з аднаго боку ад яго датычнай да яго ў 
пункце M0( x0, f(x0)), а ∀x > x0− з другога бок уад гэтай датычнай. 
На рысунку15 х0 – пункт выпукласці ўніз функцыі f; на рысунку 16 x0 − 
пункт выпукласці ўверх функцыі f; на рысунках 17 і 18 у пункце M0( x0,f(x0)) 
функцыя мае перагіб.  
                   











       
Рыс. 17      Рыс. 18 
Тэарэма 1 (дастатковая ўмова выпукласці функцыі). Няхай f двойчы 
дыферэнцавальная ў пункце х0 функцыя. Калі f "(x0) > 0, то х0 – пункт выпукласці 
ўніз функцыі f, калі f "(х0) < 0, то х0 – пункт выпукласці ўверх функцыі f. 
Доказ правядзем для выпадку  
f "(x0) > 0.      (2) 
Дадзена: выконваецца няроўнасць (2).  
Даказаць: х0 – пункт выпукласці ўніз функцыі f, г. зн. f(x) −Y > 0. 
Дакажам, што існуе наваколле пункта х0 такое, што ∀х≠x0 з гэтага 
наваколля выконваецца няроўнасць  
f(x) −Y > 0.       (3) 











, а па тэарэме аб 







xfxf , ∀x∈U(x0, δ).   (4) 
У рознасць f(x) −Y падставім значэнне Y з формулы (1) і атрымаем: 
f(x) − Y = f(x) − f(x0) − f '(x0)(x − x0)   (5) 
Паколькi функцыя f задавальняе тэарэме Лагранжа на адрэзку [x0, x], то 
згодна з ёй пункт с, які ляжыць паміж пунктамі x i x0, такі, што  











Падставім роўнасць (6) у роўнасць (5) і атрымаем: 
f(x) − Y = (f '(c) − f '(x0))(x − x0).   (7) 
Паколькі с знаходзіцца паміж х і x0, то c∈U(x0,δ) i для яго выконваецца 







xfcf ,     (8) 








xfcf   (9) 
З улікам няроўнасці (9) і роўнасці (7) атрымліваем няроўнасць f(x) −Y > 0 
∀x∈U(x0, δ).  
Другая частка тэарэмы даказваецца аналагічна.  
Азначэнне 4. Пункты, у якіх другая вытворная роўна 0, ∞  або не існуе, 
называюцца крытычнымі пунктамі 2-га роду. 
Тэарэма 2 (неабходная ўмова існавання перагібу функцыі). Калі функцыя f 
двойчы дыферэнцавальная ў пункце х0 і х0 – пункт перагібу, то f  "(x0) = 0. 
Дадзена: f двойчы дыферэнцавальная ў пункце х0 , х0 – пункт перагібу. 
Дакзаць: f "(x0) = 0. 
Паколькі па ўмове х0 – пункт перагібу, то існуе наваколле пункта x0 
U(х0,δ) такое, што ∀х < x0 з гэтага наваколля графік функцыі, размешчаны з 
аднаго боку ад датычнай ў пункце M0( x0, f(x0)), а ∀x > x0− з другога боку ад гэтай 
датычнай. Няхай для вызначанасці ∀х < x0  f – выпуклая ўверх, а ∀х > x0  f – 
выпуклая ўніз. Па Т.1 калі х0 –δ < х < x0 , то  f " (x)<0, a калі х0 < х < х0 +δ , то  






































 Паколькі па ўмове f 




" xfxf +− = , гэта значыць f "(x0) = 0. 
Заўвага 1. Калі х0 – пункт перагібу, то f "(x0) можа быць роўная ∞ , або 
ўвогуле не існаваць. 
Заўвага 2. Тэарэма 2 з’яўляецца неабходнай умовай існавання перагібу ў 
пункце (x0, f(x0), але не дастатковай. Напрыклад, для функцыі f(x) = x4 другая 
вытворная f "(x) = 12x2 . У пункце х = 0 f ''(0) = 0, але ў пункце (0,0) няма перагібу. 
Для знаходжання пунктаў перагібу карыстаюцца наступнай тэарэмай. 
Тэарэма 3 (дастатковая ўмова існавання перагібу функцыі). Няхай 
функцыя f дыферэнцавальная ў некаторым наваколлі пункта x0∈U(x0,δ) і двойчы 
дыферэнцавальная ў ім акрамя, можа быць, пункта х0. Калі для кожнага х з гэтага 
наваколля, які задавальняе няроўнасці х < x0,  выконваецца няроўнасць f "(x) < 0  
(f "(x) > 0), а для кожных х > x0 выконваецца няроўнасць f "(x) > 0 (f "(x) < 0), то ў 
пункце (x0, f(x0)) функцыя f будзе мець перагіб. 
Доказ правядзем для выпадку, калі ∀x < x0 мае месца няроўнасць f "(x) < 0, а 
для ∀x> x0 – няроўнасць f "(x) > 0.  
Дадзена: f двойчы дыферэнцавальная ∀x∈U(x0,δ) акрамя, можа быць, 
пункта х0 і∀x < x0  мае месца няроўнасць f "(x) < 0, а для ∀x> x0 – няроўнасць f "(x) 
> 0. 
Даказаць: х0 – пункт перагібу, г. зн., што па розныя бакі ад пункта x0  графік 
функцыі f(x) змяшчаецца ніжэй і вышэй датычнай, або рознасць f(x) −Y < 0 ∀x < x0  
i f(x) −Y > 0 ∀x > x0. 











f '(x) задавальняе тэарэме Лагранжа на адрэзку [x0, c] ⊂ U(x0, δ), [c, x0] ⊂ U(x0, δ), 
то існуе пункт с1, які ляжыць паміж пунктамі с і х0, такі, што 
f '(c) − f '(x0) = f "(c1)(c − x0).   (10) 
Падставім правую частку формулы (10) у роўнасць (7) і атрымаем  
f(x) − Y = f "(c1)(c−x0)(x−x0). 
Здабытак лінейных множнікаў дадатны, паколькі яны маюць аднолькавыя знакі. 
Такім чынам f(x) −Y < 0, калі f "(c1) < 0 для x < x0, i f(x) −Y > 0, калі f "(c1) > 0 для  
x > x0.  
Другая частка тэарэмы даказваецца аналагічна.  
Высновай тэарэм 2 і 3 з’яўляецца правіла знаходжання пунктаў перагібу: 
− знаходзім крытычныя пункты 2-га роду па ўмовах f "(x) = 0 або f "(x) не 
існуе; 
− высвятляем знак другой вытворнай на прамежках выпукласці; 
− зробім высновы аб наяўнасці пунктаў перагібу; 
− знойдзем ардынаты пунктаў перагібу. 
 
§ 14. Прамалінейныя асімптоты графіка функцыі 
Нагадаем азначэнні вертыкальных і гарызантальных асімптот графіка 
функцыі. 
Азначэнне 1. Прамая называецца асімптотай графіка функцыі f, калі 
адлегласць ад пункта М, які належыць крывой, да гэтай прамой імкнецца да 0. 
Існуюць 3 віды асімптот: вертыкальныя, гарызантальныя і нахільныя.  






, то прамая х = х0 − вертыкальная 





























, то прамая у = А 
гарызантальная правая (левая) асімптота. 
Няхай крывая y = f(x) мае нахільную асімптоту y = kx + b. Каб знайсці яе, 
патрэбна ведаць k i b. 
Паводле азначэння 1, адлегласць паміж пунктам М крывой y = f(x) i прамой 
y = kx + b імкнецца да 0, калі x→ ∞. 





,     (1)  
то прамая y = kx + b  з’яўляецца нахіленай асімптотай крывой y = f(x). 
З роўнасці (1) і 01lim =
∞→ xx
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))((lim .     (3). 
Заўвага 1. Асімптатычныя змяненні функцыі могуць быць рознымі, калі  
x→ + ∞ або x→ −∞. Менавіта таму патрэбна разглядаць абодва выпадкі. 
Прыклад. Знайсці асімптоты функцыі f(x) = xarctg x. 























































Такім чынам, прамыя y = 
2
xπ
− 1 i y = − 
2
xπ  − 1 − нахільныя асімптоты. 





, дзе f(x) i g(x) – 
мнагасклады, тады, калі ступень лічніка толькі на адзінку больш за ступень 
назоўніка, то графік функцыі мае нахільную асімптоту, калі ж ступень лічніка не 
больш за ступень назоўніка, то – гарызантальную асімптоту.  
 
§ 15. Схема даследавання функцыі і пабудовы яе графіка 
1. Знайсці абсяг вызначэння функцыі. 
2. Даследаваць функцыю на цотнасць (няцотнасць), перыядычнасць. 
3. Знайсці пункты перасеку з восямі каардынат. 
4. Даследаваць функцыю на непарыўнасць. Знайсці асімптоты: 
вертыкальныя, нахільныя або гарызантальныя. 
5. Знайсці прамежкі манатоннасці і пункты экстрэмуму. 
6. Знайсці прамежкі выпукласці ўверх (уніз), пункты перагібу. 
7. Пабудаваць графік функцыі. 
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xxxxf функцыя не з'яўляецца 
цотнай або няцотная; неперыядычная як рацыянальная. 
3. Оу: х≠0; Ох: у = 0 ⇒ 2х3 − 5x2 + 14x − 6 = 0 ⇒ x ≈ 0,4 ⇒ (0,4;0) − пункт 
перасеку з воссю Ох. 
4. а) f(0 − 0) = f(0 + 0) = −∞ ⇒ функцыя мае бясконцы разрыў, і х = 0 − 






























xxxf +−=    f '(x) = 0 ⇒ x3 −7x + 6 = 0⇒ x = 1, x = 2, x = −3 – 
крытычныя пункты І роду. Даследуем іх на экстрэмум: знойдзем прамежкі 
манатоннасці, на якія атрыманыя пункты падзяляюць D(f) і вызначым знакі 
вытворнай на кожным з прамежкаў. Вынікі змесцім у табліцу:  
x (−∞,−3)  − 3 (−3;0) (0;1) 1 (1;2) 2 (2, + ∞) 
f '(x) + 0 − + 0 − 0 + 
f(x) ↗ 
6
54−  ↘ ↗ 
4
5  ↘ 
8
9  ↗ 
  max   max  min  
6. f "(x) = ,97 4x
x −  f "(x) = 0 7x − 9 = 0 ⇒ x = 
7
9  − крытычны пункт ІІ роду.  
Даследуем функцыю на перагіб у гэтым пункце: знойдзем прамежкі 
выпукласці ўніз (уверх). Атрыманы пункт дзеліць D(f) на прамежкі. Вызначым 
знакі другой вытворнай на гэтых прамежках. Вынікі змесцім у табліцу  
х (−∞,0) (0;9/7) 9/7 (9/7,−∞) 
f ''(x) − − 0 + 
f(x) ∩ ∩ 9,1≈  ∪ 
   перагіб  
7. Парадак пабудовы графіка: 
1) будуем асімптоты; 
2) наносім пункты перасеку графіка з восямі каардынат, пункты 













Прыклад 2. Зрабіць поўнае даследаванне і пабудавать графік функцыі 
3 23)1()( xxxf ⋅+= . 
1. D(f) = R. 
2. f(−x) = − (x−1) ⇒−≠≠ )()(3 2 xfxfx  функцыя нi цотная і ні няцотная; 
неперыядычная. 
3. Oy: x = 0 ⇒ y = 0 ⇒ nункт (0;0); Ox: y = 0 ⇒ x = −1 ⇒ (−1;0) – пункт 
перасеку графіка з воссю Ох. 
4. Функцыя непарыўная на мностве R як элементарная; вертыкальных і 







xxxf ++=   
f '(x) = 0 ⇒ (x + 1)2(11x + 2) = 0 ⇒ x = −1 i x = − 2/11;f'(x) = ∞ ⇒ 03 =x  ⇒ x = 0. 
Такім чынам x = 0, x = −1, x = −2/11 - крытычныя пункты І роду. Даследуем  іх на 
экстрэмум. Вынікі змесцім у табліцу: 
х (−∞,−1) −1 (−∞,−2/11) −2/11 (−2/11,0) 0 (0, + ∞) 











f(x) ↗  ↗ ≈0,17 ↘ 0 ↗ 
  экстр. 
няма 







xxxxf −++=  
f "(x) = 0 ⇒ (x + 1)(88x2 + 32x−2) = 0 ⇒ x1 = −1, x2 ≈ -0,4 х3 ≈0,05;  
f "(x) = −∞ ⇒ x4 = 0. Значыць x1 = −1, x2  ≈ −0,4, x3 ≈ 0,05, x4 = 0 – крытычныя 
пункты ІІ роду. Даследуем функцыю на перагіб у гэтых пунктах. Вынікі змесцім у 
табліцу: 
x (−∞,−1) −1 (−1;−0,4) −0,4 (−0,4; 0) 0 (0;0, 05) 0,05 (0,05; −∞) 
f''(x) − 0 + 0 − –∞ − 0 + 
f(x) ∩ 0 ∪ ≈ 0,15 ∩ 0 ∩ ≈ 0,15 ∪ 
  перагіб  перагіб    перагіб  




§ 16 Формула Тэйлара. 
1°.Формула Тэйлара 
Разгледзім функцыю Рn(х), якая з’яўляецца мнагаскладам (паліномам) n-ай 
ступені 











Раскладзём гэты мнагасклад па ступенях (х–а), дзе а – некаторы сапраўдны 
лік, г. зн. уявім Рn(х) у выглядзе 
Рn(х)=сn (х–а)n + сn-1 (х–а)n-1 +...+ с1( х–а) + с0,                              (1) 
 сі – новыя каэфіцыенты, якія трэба знайсці. Для гэтага прадыферэнцуем левую і 
правую часткі роўнасці (1) і падставім х = а: 
Рn(а)=с0, 
Рn'(а)= с1, 
Рn''(a)=2·1· с2                                 ⇒         с2= !2
)('' aPn , 
… 





aP nn  , 
=)()( aP nn п·(п–1)·(п–2) ·…·1· сп     ⇒      сп= !
)()(
n
aP nn . 













2 −++−+−+= ,      (2) 
якую называюць формулай Тэйлара для мнагаскладу Рn(х). 
Няхай f(x) –  адвольная n-разоў дыферэнцавальная функцыя ў δ-наваколлі 
пункта a U(a;δ)=( a–δ;  a–δ). Пабудуем мнагасклад, які разам са сваімі вытворнымі 
да n-га парадку супадае са значэннямі функцыі f і яе вытворнымі адпаведнага 
парадку ў пункце х=а  
Рn(x;f)=сn (х–а)n + сn-1 (х–а)n-1 +...+ с1( х–а) + с0.  (3) 
Высветлім, якія каэфіцыенты павінны быць у мнагаскладзе, каб функцыя f  і 
мнагасклад, а таксама вытворныя функцыі f  і Рn мелі адпаведна аднолькавыя 
значэнні ў пункце а: 
Прадыферэнцуем роўнасць (3) n разоў: 











Рn''(x;f)= 1·2·c2 + 2·3·c3·(x−a)1 + … + n·(n−1)·cn·(x−a)n-2, 
Рn
(3)(x;f)= 1·2·3·c3 + 2·3·4·c4·(x−a) + … + n·(n−1)·(n−2)·cn (x−a)n-3, 
. . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . 
Рn
(n)(x;f) = 1·2·3…n·cn = n!·cn. 
Заменім х на а, атрымаем  
Рn'(a;f)= c1 , Рn'' (a;f)= 2!·c2, Рn(3)(a;f)= 3!·c3, …, Рn(n)(a;f) = n!·cn  
З другога боку 
Рn'(a;f)= f’(a) , Рn''(a;f)= f”(a), Рn(3)(a;f)= f(3)(a), …, Рn(n)(a;f) = f(n)(a) , 
Таму  c1 = f '(a), c2 = !2
)(" af , …, cn = !
)()(
n
af n . Падставім значэнні 













2 −++−+−+ ,     (4) 
прычым гэты мнагасклад і яго вытворныя да n-га парадку супадаюць са 
значэннямі функцыі f і вытворнымі адпаведнага парадку ў пункце х=а, але калі f – 
не паліном, то f(х)≠ Рn(x;f). Мнагасклад Рn(x;f) называюць набліжэннем да 
функцыі f.  
Разгледзім рознасць 
f(x) − Pn(x;f) = Rn (x;f) ⇒ f(x) = Pn(x;f) + Rn(x;f).   (5) 
Падставім у (5) з (4) выраз для Pn(x;f), атрымаем  
f(x) = f(a) + 
!1




af n (x−a)n + Rn(x;f).   (6) 
Формула (6) называется формулай Тэйлара функцыі f у наваколлі пункта а, 
Rn(x;f) − n-ай астачай формулы Тэйлара, або n-м рэшткавым складнікам формулы 
Тэйлара. 
Сама формула (6) мае карысць, калі ёсць магчымасць ацаніць або знайсці 











мнагаскладу (4) ад функцыі f на адрэзку І=[a,x] або І=[x,а], дзе х –фіксаваны пункт 
з U(a;δ) ).  
Тэарэма 1. Няхай функцыя f  – (n + 1) раз дыферэнцавальная на адрэзку І. 
Тады для кожнай функцыі ϕ, дыферэнцавальнай на адрэзку І, якая задавальняе 
















     (7) 
Разгледзім дапаможную функцыю 
g(t) = f(x) − Pn(x,f) = f(x) − (f(t) + ))(!
)(...)(
!1
)(' )( nn tx
n
tftxtf −++− ), дзе t∈I, 
якая мае ўласцівасці: 
1о. g(x) = 0; 
































Функцыі g i ϕ задавальняюць умовам тэарэмы Кашы на адрэзку І, а гэта 













−     (8) 
Падставім у роўнасць (8) замест g(x), g(a) i g'(c) іх выразы з уласцівасцей 1о 













































2°. Розныя формы астачы формулы Тэйлара 































cffxR                            (10) 
Астача, якая выражана формулай (10), з’яўляецца астачай формулы 
Тэйлара ў форме Лагранжа.  









































 (|θ| < 1)   (11)  
Астача, якая выражана формулай (11), з’яўляецца астачай формулы 
Тэйлара ў форме Кашы. 
3. Няхай функцыя  мае ў пункце  і яго наваколлі вытворныя да  
 парадку. Прадыферэнцуем ( ) разоў роўнасць (6) і падставім , 
атрымаем 0);(...);();( )( ===′= fаRfаRfаR ппnn  і );()(
)1()1( fхRxf пп
n ++ =  для ўсіх  
з наваколля пункта . 
























Гэта азначае, што   











і называецца астачай у форме Пеана. 
Аб'яднанне форм астачы прыводзіць да наступнай тэарэмы. 
Тэарэма 2. Калі функцыя f – (n + 1) раз дыферэнцавальная на адрэзку І, то 





















afaxafafxf ,  (13) 
або 































−+−++−+= .  (15) 
















)()( ,    (16) 
дзе Rn(x;f) мае выгляд (10) – (12). 
Заўвага 2. Формула (16) у наваколлі пункта а = 0 называецца формулай 


































xffxR θθ −= +
+
| θ | < 1– астача ў форме Кашы,   (19) 












3°. Ацэнка астачы ў формуле Маклорэна 
Няхай функцыя f шмат разоў (патрэбную колькасць разоў) 
дыферэнцавальная на адрэзку І і вытворная гэтай функцыі зaдавальняе няроўнасці  
|f(n+1)(x)| ≤  M, дзе М > 0.       (21) 























n .      (22) 











Адсюль вынікае, што калі для функцыі f выконваецца няроўнасць (22), тады ∀ε>0 
можна падабраць такі нумар n0, што ∀n>n0 ⇒ |Rn(x;f)|<ε, г. зн. функцыю f на 















з любой наперад 
зададзенай дакладнасцю ε . 
Прыклад 1. Паказаць, што функцыя f(x) = ex − на адрэзку [−r ; r] задавальняе 
умове (21). 
Паколькі функцыя ex нарастае, то ∀x∈[−r;r] мае месца няроўнасць  
ex ≤ er  = M. f(n)(x) = ex ⇒ .)(   ];[ )( Mexfrrx xn ≤=−∈∀  
Калі прыняць, што M = er, то функцыя ех на адрэзку [−r ; r] задавальняе ўмове (21).  
Прыклад 2. Паказаць, што функцыя f(x) = sinx − на мностве R задавальняе 
умове (21). 
Паколькі f (n)(x) = sin .1
2












 + nxxfRxnx n ππ  
Таму функцыя sinx на мностве R задавальняе ўмове (21), калі ўзяць М = 1. 
4°. Формула Маклорэна для некаторых элементарных функцый 











Паколькі функцыя ех шмат разоў дыферэнцавальная на адрэзку [−r ; r], то 
для яе мае месца формула (17). Інакш кажучы, яе можна раскласці па формуле 




f k . 
f(x) = f '(x) = f ''(x) = … = f(n)(x) = ex ⇒ 
f(0) = f '(0) = … = f (n)(0) = e0 = 1.    (23) 

















  (24) 
Прыклад 3. Вылічыць лік е з дакладнасцю 0,001. 















.  (25) 
Высветлім, колькі складнікаў у формуле (25) патрэбна ўзяць, каб падлічыць 









n  < 0,001. Паколькі ў нашым выпадку 








eRn  Падабраўшы n, бачым, што n≥6. Такім чынам, 











12 ≈⇒+++++≈ ee з дакладнасцю 0,001. 
f(x) = sinx. 
Паколькі функцыя sin шмат разоў дыферэнцавальная на ўсёй дадатнай восі, 
то яна можа быць раскладзена па формуле Маклорэна (17). 




f k : 











f '(x) = cosx = sin (x + π /2),  f '(0) = 1; 
f "(x) = −sinx = sin (x + 2⋅π /2),  f "(0) = 0; 
f (3)(x) = −cosx = sin (x + 3⋅π /2), f  (3)(0) = −1; 
… 
f (2k)(x) = sin (x + 2k⋅ π /2),  f  (2k)(0) = 0; 
f (2k + 1)(x) = sin (x + (2k + 1)⋅π /2), f (2k + 1)(0) = (−1)k. 





















xxxx π .  (26) 
Прыклад 4. Карыстаючыся формулай (26), падлічыць sin
5





















































































Падборам атрымліваем, што k≥1: sin 1/5 ≈  1/5 − 1/3!53 = 0,1987. 
f(x) = cosx. 
Паколькі функцыя cosx шмат разоў дыферэнцавальная на ўсёй дадатнай 
восі, то яна можа быць раскладзена па формуле Маклорэна (17). 




f k : 
f (0)(x) = cosx = cos (x + 0⋅π /2),  f (0) = 1; 
f '(x) = −sinx = cos (x + π /2),   f '(0) = 0; 












f (2k)(x) = cos (x + 2k⋅π /2),   f (2k)(0) = (−1)k; 
f (2k + 1)(x) = cos (x + (2k + 1)⋅ π /2),  f (2k + 1)(0) = 0. 



















xxx π . 
f(x) = ln(1 + x). D(x) = ( −1; + ∞ ). 
Паколькі функцыя ln(1 + x) шмат разоў дыферэнцавальная на інтэрвале 
(−1;1), то яна можа быць раскладзена па формуле Маклорэна (17). Знойдзем 




f k : 
f (0)(x) = ln(1 + x),     f(0) = 0; 
f '(x) = 
x+1
1 ,     f '(0) = 1; 
f "(x) = 2)1(
1
x+
− ,     f "(0) = −1; 
f  ( 3)(x) = 3)1(
!2
x+
,     f (3)(0) = 2!; 
… 

























,   x∈(−1;1). 
Біном Ньютана f(x) = (a + x)n, дзе a∈R, n∈N. 
Паколькі функцыя f(x) = (a + x)n шмат разоў дыферэнцавальная на мностве 
R, то яна можа быць раскладзена па формуле Маклорэна (13). Знойдзем 















f(0)(x) = (a + x)n,     f(0) = an, 
f '(x) = n(a + x)n–1,     f '(0) = nan–1 , 
f "(x) = n(n−1)(a + x)n–2,    f "(0) = n(n−1)an–2, 
… 
f (k)(x) = n(n−1)…(n−(k−1))(a + x)n–k,  f (k)(0) = n(n−1)…(n−(k−1))an–k, 
… 
f (n)(x) = n(n−1)(n−2)1(a + x)0 = n!,  f (n)(0) = n!, 
f  (n + 1)(x) = 0,     f (n + 1)(0) = 0. 













knnnxannxanaxa +++−−++−++=+ −−−  















− формула Ньютана. 





















БЛОК. Дыферэнцыяльнае злічэнне функцыі адной зменнай. 
Уваход у блок 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Для вывучэння дадзенага блока неабходна 
выканаць наступныя заданні і адказаць на 
пытанні: 
1. Дайце азначэнне прыроста функцыі ў пункце.  
2. Дайце азначэнне ліміта функцыі. 
3. Дайце азначэнне адкрытага мноства. 
4. Дайце азначэнне ўнутранага пункта мноства. 
5. Дайце азначэнне функцыі непарыўнай у 
пункце; на мностве. 
6. Якая функцыя называецца раўнамерна 
непарыўнай на мностве? 
7. Якія пункты адносяць да пунктаў разрыву і як 
высветліць іх характар? 
8. Дайце азначэнні гарызантальнай і 
вертыкальнай асімптот. 
9. Як даследаваць функцыі на цотнасць 
(няцотнасць), перыядычнасць, манатоннасць? 
10. Сфармулюйце тэарэму аб існаванні і 
непарыўнасці адваротнай функцыі. 
 Калі вы справіліся з гэтымі заданнямі, то 
можна пераходзіць да вывучэння модуля. 
 Калі заданні выклікалі ў вас пэўныя 
цяжкасці, то неабходна пракансультавацца ў 
выкладчыка і паўтарыць матэрыял модуляў 
“Функцыя”, “Ліміт”, “Непарыўнасць”, 
“Элементарыя функцыі”. 
Для вывучэння дадзенага 
модуля з папярэдняга 
матэрыялу неабходна: 
1. Ведаць паняцце “функцыя”, 
умець знаходзіць яе абсяг 
вызначэння. 
2. Ведаць асноўныя класы 
функцый, умець даследаваць 
функцыі на цотнасць, 
перыядычнасць, манатоннасць, 
абмежаванасць. 
3. Валодаць асноўнымі 
паняццямі аналізу: “ліміт”, 
“непарыўнасць”. 
4. Ведаць класіфікацыю 
пунктаў разрыву функцыі, 
умець знаходзіць пункты 
разрыву і высвятляць іх 
характар. 
 
М-0. Уводзіны ў блок 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Спачатку пазнаёмцеся з наступнай інфармацыяй 
аб курсе ўвогуле. 
Матэматычны аналіз − гэта галіна матэматыкі з 
характэрным аб’ектам вывучэння: зменнай 
велічынёй; своеасаблівым метадам даследавання: 
аналізам пры дапамозе бясконца малых ці пры 
дапамозе лімітавых пераходаў; вызначанай 
Азнаёмцеся з вучэбнай 
праграмай па блоку: 
Вытворная і 
дыферэнцавальнасць 
сапраўднай функцыі адной 












Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
сістэмай асноўных паняццяў: функцыя, ліміт, 
вытворная, інтэграл, шэраг. Апарат 
дыферэнцыяльнага і інтэгральнага злічэння, які 
складае аснову матэматычнага аналізу, 
з’яўляецца матэматычным фундаментам усяго 
сучаснага прыродазнаўства. 
Курс матэматычнага аналізу мае 
агульнаадукацыйнае значэнне. Мэтай курса 
з’яўляецца навуковае абгрунтаванне асноўных 
паняццяў, першае ўяўленне аб якіх даецца ў 
сярэдняй школе. Да такіх паняццяў адносяцца 
элементарныя функцыі. 
У адпаведнасці з гэтым вучэбная праграма курса 
“Матэматычны аналіз” складаецца з сямі 
ўзаемазвязаных, але адносна самастойных 
блокаў: “Уводзіны ў аналіз”, “Дыферэнцыяльнае 
злічэнне функцыі адной зменнай”, “Інтэгральнае 
злічэнне для функцыі адной зменнай”, “Шэрагі”, 
“Асноўныя структуры матэматычнага аналізу”, 
“Дыферэнцыяльнае злічэнне для функцыі 
некалькіх зменных”,  “Інтэгральнае злічэнне для 
функцыі некалькіх зменных”. 
Першы блок прысвечаны фарміраванню 
асноўных паняццяў “мноства”,  “сапраўдны лік”, 
“функцыя”, “паслядоўнасць”, ”ліміт 
паслядоўнасці”, ”ліміт функцыі”, 
”непарыўнасць”. Разглядаюцца спосабы 
пабудовы тэорыі сапраўдных лікаў, класіфікацыя 
функцый. Вывучаюцца асноўныя элементарныя 
функцыі і іх уласцівасці. 
У другім блоку фарміруюцца паняцці 
“вытворнай” і “дыферэнцыяла”, 
“дыферэнцавальнасці сапраўднай функцыі ад 
адной зменнай”. Раскрываецца геаметрычны і 
фізічны сэнс гэтых паняццяў, раскрываецца 
сувязь паміж дыферэнцавальнасцю і 
непарыўнасцю. Даказваюцца асноўныя тэарэмы 
дыферэнцыяльнага злічэння. Разглядаюцца іх 
дастасаванні. 
Трэці блок прысвечаны інтэгральнаму злічэнню 
дыферэнцавальнага злічэння 
сапраўднай функцыі адной 
сапраўднай зменнай – 8 гадзін. 
Дыферэнцыял функцыі – 4 
гадзіны. 
Вытворныя і дыферэнцыялы  
вышэйшых парадкаў – 6 гадзін. 
Дыферэнцавальнасць функцый 
зададзеных параметрычна – 4 
гадзіны. 
Тэарэмы аб сярэднім 
дыферэнцавальных функцый – 
4 гадзіны. 
Дастасаванні 

















У канцы вучэбна-метадычнага 
дапаможніка прыведзены спіс 
літаратуры па блоку, які 
змяшчаецца ў тыпавой 
вучэбнай праграме. Спіс 
літаратуры аб'ёмны. Для работы 













Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
функцыі ад адной зменнай. Фарміруюцца 
паняцці “нявызначанага інтэграла”, “вызначанага 
інтэграла”, “няўласнага інтэграла”, разглядаюцца 
іх дадаткі. 
Чацверты блок прысвечаны шэрагам лікавым і 
функцыянальным. Разглядаецца іх прымяненне 
да прыблізных вылічэнняў значэнняў функцыі. 
У пятым блоку абагульняюцца асноўныя 
паняцці першага блока на адвольную метрычную 
прастору. Даюцца азначэнні “метрыкі”, 
“метрычнай прасторы”, “адлюстравання 
метрычных прастораў”, іх “ліміту” і 
“непарыўнасці”. Разглядаюцца метрычныя 
прасторы Rn, L1, L2, C[a;b], даюцца паняцці 
“кампакта”, “нармаванай прасторы” і 
“гільбертавай прасторы”. 
У шостым блоку абагульняюцца асноўныя 
паняцці  другога блока на функцыі n сапраўдных 
зменных. 
Сёмы блок абагульняе асноўныя паняцці  
трэцяга блока на функцыі n сапраўдных зменных. 
Змястоўную структуру курса можна ўявіць у 
выглядзе графічнай схемы: 
 
Назвы блокаў: 
Б-0. Уводзіны ў курс. 
Б-1. Уводзіны ў аналіз. 
Б-2. Дыферэнцыяльнае злічэнне для функцыі 
адной зменнай. 
Б-3. Інтэгральнае злічэнне для функцыі адной 
зменнай. 
Б-4. Шэрагі. 
Б-5. Асноўныя структуры матэматычнага аналізу. 
Б-6. Дыферэнцыяльнае злічэнне для функцыі 
некалькіх зменных. 





























У XVII стагоддзі П'ер Ферма, 
Блез Паскаль, Джон Валіс, 
Айзэк Бароў і шмат іншых 
матэматыкаў у сваіх працах 
развівалі метады, на падставе 
якіх Ньютан і Лейбніц, 
незалежна адзін ад аднаго, 
стварылі тэорыю 
дыферэнцыяльнага і 
інтэгральнага злічэнняў. Ісаак 
Ньютан (J. Newton, 1643–
Матэматычны аналіз 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
зменных. 
Б-Р. Рэзюмэ (абагульненне). 
Б-К. Выніковы кантроль (дзяржаўны экзамен). 
Кожны з блокаў падзяляецца на модулі. 
 Месца і значэнне блока “Дыферэнцыяльнае 
злічэнне функцыі адной зменнай” у сістэме 
курса. 
Дыферэнцыяльнае і інтэгральнае злічэнні 
складаюць аснову матэматычнага аналізу і 
з’яўляюцца матэматычнай асновай усяго 
сучаснага прыродазнаўства. Паняцці вытворнай і 
дыферэнцыяла функцыі – фундаментальныя 
паняцці курса “Матэматычнага аналізу”, для іх 
даказываецца шэраг важных тэарэм, якія 
датычацца адвольных дыферэнцавальных 
функцый і з’яўляюцца вельмі эфектыўнымі пры 
вывучэнні паводзін функцый. 
Вывучэнне дыферэнцыяльнага злічэння функцый 
спрыяе фарміраванню матэматычнай адукацыі 
студэнтаў і павышэнню прафесійнага ўзроўню 
будучых настаўнікаў матэматыкі сярэдніх школ. 
 Мэта вывучэння блока. 
Авалодаць паняццямі вытворнай і 
дыферэнцыяла функцыі; 
Ведаць аб сувязі паміж непарыўнасцю і 
дыферэнцавальнасцю функцый; 
 Авалодаць метадамі доказу 
дыферэнцавальнасці асноўных элементарных 
функцый; 
 Вывучыць і ўмець даказваць тэарэмы аб 
сярэднім дыферэнцавальных функцый; 
Навучыцца выкарыстоўваць дыферэнцыяльнае 
злічэнне пры даследаванні функцый і пабудове іх 
графікаў; 
Умець развязваць з дапамогай 
дыферэнцыяльнага злічэння шэраг прыкладных 
задач (геаметрычных, фізічных і інш.); 
Умець набліжаць функцыі мнагаскладамі з 
дапамогай формулы Тэйлара; 
 Развіваць лагічнае мысленне, уменне 
1727) выкладаў сваё злічэнне 
ў працы “Метад флюксій” у 
1670–1671 гг., на некалькі 
гадоў раней за Лейбніца, але 
надрукавана яно было пасля 
смерці Ньютана ў 1736 годзе 
(“флюксія” – гэта хуткасць 
змянення зменнай велічыні – 
“флюэнты”). Готфрыд 
Вільгельм Лейбніц (G.W. 
Leibniz, 1646–1716), 
карыстаючыся геаметрычным 
падыходам, развівае ідэі 
Паскаля і Бароў, у 1684 стварыў 
асабістае дыферэнцыяльнае і 
інтэгральнае злічэнні (гэтыя 
назвы належаць Лейбніцу). 
Далейшае развіццё 
дыферэнцыяльнага злічэння 
звязана з імёнамі многіх 
выдатных вучоных: братоў 
Бернулі – Якаба (J. Bernoulli, 
1654–1705) і Іохана (J. 
Bernoulli, 1667–1748), Брука 
Тэйлара (B. Taylor, 1685–1731), 
Жана Лерона Д’Аламбера (J.L. 
D'Alembert, 1717–1783), 
Леанарда Эйлера (L. Euler, 
1707–1783), Коліна 
Маклорына (C. Maclaurin, 
1698–1746) Жазэфа Лагранжа 
(J.L. Lagrange, 1736–1813) 
Бернарда Бальцана (B. Bolzano, 
1781–1848), Агюстэна Луі 
Кашы (A.L.Cauchy, 1789–1857), 
Петэра Лежэна Дырыхле (P.L. 
Dirichlrt, 1805–1859), Карла 
Вейерштраса (K. Weierstrass, 












Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
сістэматызаваць матэрыял, рабіць высновы. 
 Змястоўная структура блока. 
Глядзі графічную схему: 
Схема ілюструе структуру блока і яго змест 
(модулі).  
Блок 2. “Дыферэнцыяльнае злічэнне функцыі 
адной зменнай”. 
Назвы модуляў 
М-0. Уводзіны ў блок. 
М-1. Вытворная і дыферэнцавальнасць 
сапраўднай функцыі адной сапраўднай зменнай. 
М-2. Асноўныя тэарэмы дыферэнцыяльнага 
злічэння сапраўднай функцыі адной сапраўднай 
зменнай. 
М-3. Дыферэнцыял функцыі. 
М-4. Вытворныя і дыферэнцыялы вышэйшых 
парадкаў. 
М-5. Тэарэмы аб сярэднім значэнні  
дыферэнцавальных функцый. 
М-6. Дастасаванні дыферэнцыяльнага злічэння. 
М-7. Дыферэнцавальнасць функцый, зададзеных 
параметрычна. 
М-Р. Рэзюмэ (абагульненне). 
М-К. Выніковы кантроль па блоку (экзамен). 
 Аб змесце блока. 
Ключавая праблема:  
вывучыць фундаментальныя паняцці 
матэматычнага аналізу (вытворнай, 
дыферэнцыяла і дыферэнцавальнай функцыі). З 
іх дапамогай даказаць уласцівасці 
дыферэнцавальных функцый. 
Вядучая ідэя: 
залежнасці зрабіў выдатны 
рускі матэматык Мікалай 
Іванавіч Лабачэўскі (1792–
1856). Яму належыць агульнае 
азначэнне функцыянальнай 
залежнасці, ён размяжоўваў 
паняцці непарыўнасці і 
дыферэнцавальнасці функцый. 
Вейерштрас пабудаваў прыклад 
непарыўнай функцыі, якая 

















Неабходна звярнуць увагу на 
назвы модуляў і іх 
паслядоўнасць – у гэтым 













































Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
з дапамогай азначэння вытворнай даказаць 
дыферэнцавальнасць асноўных элементарных 
функцый, вылучыць галоўную агульную 
ўласцівасць усіх дыферэнцавальных функцый − 
непарыўнасць, якая дазваляе перанесці шэраг 
матэматычных паняццяў на разглядаемы клас 
функцый (манатоннасць, выпукласць). 
Асноўныя паняцці: вытворная, дыферэнцыял, 
дыферэнцавальная функцыя, лакальны і 
абсалютны экстрэмумы, выпукласць, пункты 
перагібу. 
 
Колькасць гадзін на вывучэнне блока: 
Пры поўным самастойным вывучэнні– 50 гадзін. 
Пры частковым самастойным вывучэнні– 25 
гадзін. 
МОДУЛЬ 1. Вытворная і дыферэнцавальнасць сапраўднай функцыі 
адной сапраўднай зменнай 
Уваход у модуль 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Для вывучэння дадзенага модуля неабходна 
выканаць наступныя заданні і адказаць на 
пытанні: 
1. Дайце азначэнне прыроста функцыі ў пункце.  
2. Дайце азначэнне ліміту функцыі. 
3. Дайце азначэнне адкрытага мноства. 
4. Дайце азначэнне ўнутранага пункта мноства. 
5. Дайце азначэнне функцыі непарыўнай ў 
пункце; на мностве. 
6. Якія пункты адносяць да пунктаў разрыву і як 
высветліць іх характар? 
 Калі вы справіліся з гэтымі заданнямі, то 
можна пераходзіць да вывучэння модуля. 
 Калі заданні выклікалі ў вас пэўныя 
цяжкасці, то неабходна пракансультавацца ў 
выкладчыка і паўтарыць матэрыял модуляў 
“Функцыя”, “Ліміт”, “Непарыўнасць”. 
Для вывучэння дадзенага модуля 
з папярэдняга матэрыялу 
неабходна: 
1. Ведаць паняцце “функцыя”, 
умець знаходзіць яе абсяг 
вызначэння. 
2. Валодаць асноўнымі 
паняццямі аналізу: “ліміт”, 
“непарыўнасць”. 
3. Ведаць класіфікацыю пунктаў 
разрыву функцыі, умець 
знаходзіць пункты разрыву і 
высвятляць іх характар. 
 
ВЭ-0. Уводзіны ў модуль 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
інфармацыяй аб модулі ўвогуле. 
Паняцце вытворнай упершыню сустракаецца ў 
школьных падручніках. Але праграма сярэдняй 
школы не прадугледжвае вывучэнне тэорыі 
лімітаў, без якой нельга строга вызначыць 
вытворную функцыі ў пункце. Хаця з 
некаторымі навыкамі і формуламі вылічэння 
вытворных знаёмяцца ў выпускным класе 
сярэдняй школы, але навуковага абгрунтавання 
вучні не атрымліваюць. 
 Месца і значэнне модуля “Вытворная і 
дыферэнцавальнасць сапраўднай функцыі 
адной сапраўднай зменнай” у сістэме курса. 
Паняцце вытворнай функцыі адной сапраўднай 
зменнай з’яўляецца грунтоўным паняццем 
тэорыі дыферэнцыяльнага злічэння. Яго 
ўвядзенне выклікана патрабаваннем развязання 
шэрагу задач прыродазнаўства.  
Далейшае пашырэнне гэтага паняцця на 
сапраўдныя функцыі многіх зменных, адзінасць 
падыходаў да доказу ўласцівасцей і тэарэм курса 
дыферэнцыяльнага злічэння патрабуе дакладнага 
вывучэння вытворнай, уяўленне яе 
геаметрычнага і механічнага сэнсаў. Той факт, 
што клас дыферэнцавальных функцый ляжыць у 
класе непарыўных дазваляе на перанесці ўсе 
ўласцівасці непарыўных функцый на клас 
дыферэнцавальных функцый. 
Вывучэнне дыферэнцавальных функцый спрыяе 
павышэнню прафесійнага ўзроўню будучых 
настаўнікаў матэматыкі сярэдніх школ. 
 Мэта вывучэння модуля. 
Усвядоміць паняцці вытворнай функцыі ў 
пункце і дыферэнцавальнай функцыі; 
Умець тлумачыць механічны і геаметрычны 
сэнс вытворнай; 
Умець складаць раўнанне датычнай да графіка 
дыферэнцавальнай функцыі ў дадзеным пункце; 
Умець даказваць тэарэму аб сувязі 
дыферэнцавальнасці з непарыўнасцю. 
 
Нагадайце азначэнне вытворнай 
















































Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
 Змястоўная структура модуля. 
Глядзі графічную схему: 
 
Схема ілюструе структуру модуля і яго 
змястоўныя блокі (вучэбныя элементы).  
Назвы вучэбных элементаў 
ВЭ-0. Уводзіны. 
ВЭ-1. Паняцці вытворнай функцыі ў пункце і 
дыферэнцавальнай функцыі. 
ВЭ-2. Механічны сэнс вытворнай. 
ВЭ-3. Геаметрычны сэнс вытворнай. 
ВЭ-4. Сувязь паміж дыферэнцавальнасцю і 
непарыўнасцю функцыі ў пункце. 
ВЭ-Р. Абагульненне. 
ВЭ-К. Выніковы кантроль па модулі. 
 Аб змесце тэмы модуля. 
Ключавая праблема: 
увесці паняцці вытворнай функцыі ў пункце, 
аднабаковых вытворных і дыферэнцавальнай 
функцыі, раскрыць геаметрычны і фізічны сэнсы 
вытворнай, даказаць непарыўнасць адвольнай 
дыферэнцавальнай функцыі. 
Вядучая ідэя: 
на падставе азначэння вытворнай функцыі ў 
пункце, як ліміту стасунку прыросту функцыі да 
прыросту аргумента, які выклікае гэты прырост, 
вылучаецца галоўная агульная ўласцівасць 
дыферэнцавальных функцый − непарыўнасць, 
якая дазваляе перанесці шэраг матэматычных 
паняццяў на разглядаемы клас функцый. 
Асноўныя паняцці: вытворная функцыі ў 
пункце, аднабаковыя вытворныя, 














Звярніце ўвагу на назвы ВЭ і 
паслядоўнасць іх пералічэння – 
гэта парадак, у адпаведнасці з 
якім вы будзеце іх засвойваць.  
 
 
Вытворная і дыферэнцавальнасць 








































Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
мностве. 
 
Колькасць гадзін на вывучэнне модуля: 
Пры поўным самастойным вывучэнні– 8 гадзін. 
Пры частковым самастойным вывучэнні– 4 
гадзіны. 
ВЭ-1. Паняцці вытворнай функцыі ў пункце і дыферэнцавальнай функцыі 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 
вы павінны  
ведаць: 
азначэнні вытворнай функцыі ў пункце, 
дыферэнцавальнай функцыі, аднабаковых 
вытворных; 
умець: 
даказваць дыферэнцавальнасць або  
недыферэнцавальнасць функцыі з дапамогай 
азначэння вытворнай або праз аднабаковыя 
вытворныя. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-1: 
1. Азначэнні вытворнай функцыі ў пункце, 
дыферэнцавальнай функцыі, аднабаковых 
вытворных. 
2. Тэарэма аб сувязі аднабаковых вытворных з 
вытворнай функцыі ў пункце 
3. Паняцце дыферэнцавальнай функцыі ў пункце 
і на мностве. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць, што пытанне аб вытворнай функцыі 
ставіцца толькі для ўнутраных пунктаў абсягу 
вызначэння. 
2. Ведаць, як азначаецца прырост функцыі ў 
пункце, які адпавядае дадзенаму прыросту 
аргумента. 
3. Умець лічыць вытворную функцыі ў пункце 
праз ліміт стасунку прыросту функцыі да 
прыросту аргумента, які выклікае гэты прырост, 
калі прырост аргумента імкнецца да нуля. 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 










Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1 – на рэпрадукцыйным узроўні; 





Пункт х0, называецца 
ўнутраным пунктам мноства Х, 
калі для яго можна знайсці 
наваколле U(x0;r)=( x0–r; x0+r) 
такое, што U(x0;r) ⊂ Х. 
Глядзі канспект лекцый § 1. 
У якасці прыклада разгледзьце 
функцыю f(x) = x2 
(глядзі канспект лекцый § 1 
прыклад 1 а). 
Нагадайце асноўныя тэарэмы аб 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
4. Умець лічыць аднабаковыя вытворныя 
функцыі ў пункце праз аднабаковыя ліміты 
стасунку прыросту функцыі да прыросту 
аргумента, які выклікае гэты прырост, калі 
прырост аргумента імкнецца да нуля злева або 
справа. 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Прачытаць фармулёўку тэарэмы, якая 
з’яўляецца неабходнай і дастатковай умовай 
існавання вытворнай функцыі ў пункце. 
2. Умець даказваць дадзеную тэарэму з 
дапамогай тэарэмы аб сувязі аднабаковых 













Парадак вывучэння трэцяга пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна 
1. Адрозніваць паняцці вытворнай функцыі ў 
пункце і дыферэнцавальнасці функцыі ў пункце. 
2. Ведаць, што функцыя з’яўляецца 
дыферэнцавальнай у пункце, калі яна мае 
канечную вытворную ў гэтым пункце, і што 
функцыя з’яўляецца дыферэнцавальнай на 
мностве, калі яна мае канечную вытворную ў 
кожным пункце гэтага мноства. 
3. Умець даследаваць функцыю на 
дыферэнцавальнасць у пункце і на мностве. 
асноўныя прыёмы вылічэння 
лімітаў функцый пры раскрыцці 
нявызначанасцей і вылічэнні 
аднабаковых лімітаў (калі ∆х→0 
– 0, то лічым ∆х<0, або ∆х→0 + 
0, то лічым ∆х>0). 
 
Дадзеная тэарэма змяшчае дзве 
тэарэмы. Пры доказе 
неабходнасці вам дадзена, што 
функцыя  f  мае вытворную ў 
пункце х 0 , і патрэбна даказаць, 
што існуюць левая і правая 
вытворныя ў гэтым пункце, якія 
задавальняюць роўнасці:   
f '(x0−0) = f '(x0 +0). Пры доказе 
дастатковасці  вам дадзена, 
што функцыя f мае левую і 
правую вытворныя ў пункце х 0 , 
прычым яны роўныя паміж 
сабой  
(f '(x0−0) = f '(x0 +0)). Патрэбна 
даказаць, што ў гэтым пункце 
існуе вытворная, якая роўна  

























Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Даследаванне функцыі на дыфэрэнцавальнасць 
мэтазгодна праводзіць па наступнай схеме: 
 знайсці абсяг вызначэння функцыі і высветліць 
яго ўнутраныя пункты (далейшае даследаванне 
праводзіць толькі ў гэтых пунктах); 
 у адпаведнасці з выглядам функцыі знайсці 
прыросты функцыі або левы прырост і правы 
прырост функцыі, які адпавядаве прыросту 
аргумента ∆х≠ 0 ( для левага прыроста ∆х<0, для 
правага ∆х>0); 
 знайсці ліміт стасунку прыросту функцыі да 
прыросту аргумента, які выклікае гэты прырост, 
калі прырост аргумента імкнецца да нуля або 
аднабаковыя ліміты стасунку прыросту функцыі 
да прыросту аргумента (калі ∆х→0 – 0, або  
∆х→0 + 0); 
 калі гэтыя ліміты існуюць і канечныя лікі, то 
робім выснову, што функцыя мае канечную 
вытворную ў пункце, а значыць 
дыферэнцавальная або мае левую (правую) 
вытворную ў пункце і калі правая і левая 
вытворныя супадаюць, то функцыя 
дыферэнцавальная ў пункце, калі аднабаковыя 
вытворныя не супадаюць, або прынамсі адна з іх 
роўна бясконцасці, то функцыя 
недыферэнцавальная ў пункце. 
Самакантроль па ВЭ-1: 
1. Дайце азначэнні вытворнай функцыі ў пункце, 
дыферэнцавальнай функцыі, аднабаковых 
вытворных. 
2. Якой умове павінен задавальняць пункт, у 
якім ставіцца пытанне аб існаванні вытворнай?  
3. Сфармулюйце і дакажыце тэарэму аб сувязі 
аднабаковых вытворных з вытворнай функцыі ў 
пункце. 
4. Даследуйце на дыферэнцавальнасць функцыі 













вытворных праводзіцца ў тым 
выпадку, калі пры пераходзе 
праз унутраны пункт D(f) 
функцыя змяняе формулу 
задання. Да такіх функцый 
адносім і тыя, у формулах якіх 
прысутнічае знак модуля. 
Мэтазгодна спачатку раскрыць 
модуль, і толькі потым 
працягнуць даследаванне (глядзі 
















Звярніцеся да вучэбных мэтаў 
ВЭ-1 і супастаўце іх з вашымі  
ведамі і ўменнямі. Наколькі вы 
дасягнулі гэтых мэтаў? 
Тэарэтычны матэрыял па гэтым 
вучэбным элеменце глядзі §1  











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
У гэтым вучэбным элеменце былі дадзены 
асноўныя паняцці дыферэнцыяльнага злічэння: 
вытворнай і аднабаковых вытворных функцыі ў 
пункце, даказана тэарэма аб іх сувязі. Зараз 
можна перайсці да вывучэння механічнага 
(фізічнага) сэнсу вытворнай, які асвятляецца ў 
ВЭ-2. 
ВЭ-2. Механічны сэнс вытворнай 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 
вы павінны  
ведаць: 
азначэнні сярэдняй і імгненнай хуткасцей 
змянення функцыі, у чым сутнасць механічнага 
сэнсу вытворнай функцыі; 
умець: 
знаходзіць імгненную хуткасць змянення 
функцыі. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-2: 
1. Азначэнні сярэдняй і імгненнай хуткасцей 
змянення функцыі. Раскрыццё механічнага 
сэнсу вытворнай функцыі. 
2. Развязанне фізічных задач на механічны сэнс 
вытворнай. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 




2. Абагульніць паняцце імгненнай хуткасці на 
функцыі адвольнай прыроды, для якіх 
аргументам з’яўляецца час t.  
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Умець выкарыстоўваць механічны сэнс 
вытворнай для развязання шэрагу фізічных 
задач, якія звязаны з находжаннем імгненнай 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 









Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1 – на рэпрадукцыйным узроўні; 
2 – на эўрыстычным узроўні. 
 
 
Паняцці сярэдняй і імгненнай 
хуткасці ўводзяцца (глядзі §1 




Як вывад гэтага абагульнення – 
механічны сэнс вытворнай. 
 
 
У канспекце лекцый 
разгледжаны прыклад развязання 
такой задачы (глядзі пункт 2о §1 












Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
хуткасці змянення адвольнай фізічнай велічыні. 
2. Развязваючы задачы прытрымлівацца 
наступнай схемы: 
• скласці функцыю змянення некаторай 
велічыні ад часу t, хуткасць якой патрэбна 
знайсці; 
• знайсці вытворную гэтай функцыі ў момант 
часу t – гэта і будзе імгненная хуткасць у 
адвольны час t; 
• знайсці імгненную хуткасць у адпаведны 
момант часу t0, для гэтага падставіць у формулу 
вытворнай замест t значэнне t0 . Атрыманае 
значэнне вытворнай і ёсць хуткасць змянення ў 
момант часу t0. 
Самакантроль па ВЭ-2: 
1. Дайце азначэнні сярэдняй і імгненнай 
хуткасцей змянення функцыі.  
2. У чым сутнасць механічнага сэнсу 
вытворнай? 
3. На парабале 2xy = знайсці пункты, у якіх 
абсцыса змяняецца ў n разoў хутчэй, чым 
ардыната.  
4. Чалавек, рост якога складае 1,8 м, аддаляецца 
ад ліхтарнага слупа вышыні 7 м з хуткасцю 3 
км/гадзіну. З якой хуткасцю нарастае яго цень? 
 
У гэтым вучэбным элеменце быў вызначаны 
механічны (фізічны) сэнс вытворнай. Зараз 
можна перайсці да вывучэння пытання аб 
















Звярніцеся да вучэбных мэтаў 
ВЭ-2 і супастаўце іх з вашымі 
ведамі і ўменнямі. Наколькі вы іх 
дасягнулі? 
Пры развязанні задач 
прытрымлівайцеся адзначанай 
схемы. 
Для развязання задачы 3 ўлічыце, 
што х = х(t), у = у(t) змяняюцца з 
часам t. 
Пры развязанні задачы 4 
складзіце функцыю, якая 
вызначае даўжыню ценю ў 
момант часу t (зрабіце малюнак і 
скарыстайце падобнасць 
трохвугольнікаў). 
ВЭ-3. Геаметрычны сэнс вытворнай 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 
вы павінны  
ведаць: 
азначэнне датычнай і нармалі да графіка 
дыферэнцавальнай у пункце функцыі; 
умець: 
складаць раўнанні датычнай і нармалі да графіка 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 
















Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
дыферэнцавальнай функцыі. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-3: 
1. Азначэнне датычнай да графіка 
дыферэнцавальнай функцыі.  
2. Геаметрычны сэнс вытворнай функцыі ў 
пункце. 
3. Вывад раўнання датычнай да графіка 
дыферэнцавальнай функцыі. 
4. Азначэнне і раўнанне нармалі да графіка 
дыферэнцавальнай функцыі. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць азначэнне датычнай да графіка 
дыферэнцавальнай функцыі f(x) у пункце М0, як 
лімітавага становішча сечнай М0М, дзе  М – 
адвольны пункт, які належыць графіку f(x).  
 
 
2. Даказаць, што калі функцыя f 
дыферэнцавальная ў пункце х0 , то яе графік мае 
датычную ў пункце М0(х0,f(x0)), вуглавы 
каэфіцыент якой роўны f '(x0). 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць, што сутнасць геаметрычнага сэнсу 
вытворнай у наступным: вытворная функцыі f у 
пункце х0 роўна вуглавому каэфіцыенту 
датычнай да графіка функцыі ў пункце  
М0(xo, f(xo)) або тангенсу вугла нахілу датычнай 
у пункце М0(x0, f(x0)) да дадатнага напрамку восі 
Ох. 
2. Умець ужываць геаметрычны сэнс вытворнай 
для развязання задач. 
Парадак вывучэння трэцяга і чацвёртага 
пытанняў: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць раўнанне датычнай  
 
 
Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1–на рэпрадукцыйным узроўні; 








У розных падручніках аўтары 
даюць азначэнне датычнай па-
рознаму. Выпішыце некалькі 
азначэнняў, параўнайце іх, 
знайдзіце агульнае і адрознае. 
 
Доказ прыведзены ў канспекце 
лекцый пункт 3о §1, тэарэма 2. 
 
 
Геаметрычны сэнс вытворнай 
раскрывае тэарэма 2 (глядзі §1, 













атрымліваецца непасрэдна з 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
y – f(x0) = f '(x0) (x−x0) і раўнанне нармалі  
y – f(x0) = )('
1
xf
− ·(x−x0) да графіка функцыі f ў 
пункце М0(xo, f(xo)). 
2. Умець выводзіць раўнанне датычнай і 
раўнанне нармалі. 
Самакантроль па ВЭ-3: 
1. Дайце некалькі азначэнняў датычнай да 
графіка функцыі. 
2. Дайце азначэнне нармалі да графіка функцыі. 
3. Адкажыце на пытанне: ці мае датычную графік 
функцыі f ў пункце М0(xo, f(xo)), калі f – не 
дыферэнцавальная ў гэтым пункце? 
4. Намалюйце схематычна графік такой функцыі, 
яе датычную і нармаль ў пункце М0(xo, f(xo)), 
калі вядома, што +∞=′ )( 0xf . Выканайце 
аналагічныя заданні, калі +∞ замяніць на –∞, ∞. 
Гэты вучэбны элемент раскрывае геаметрычны 
сэнс вытворнай. Дазваляе знаходзіць раўнанні 
датычнай і нармалі для графікаў функцый. Далей 
можна перайсці да вывучэння наступнага 
вучэбнага элемента ВЭ-4. 
нармалі можна атрымаць з 
раўнання датычнай, калі 
выкарыстаць формулу аб сувязі 




Звярніцеся да вучэбных мэтаў 
ВЭ-3 і супастаўце іх з Вашымі  
ведамі і ўменнямі. Наколькі Вы 
дасягнулі гэтых мэтаў? 
 
 
Калі ∞=)(' 0xf  разгледзьце 
асобна выпадкі  
• +∞=+ )(' 0xf , −∞=− )(' 0xf  
• −∞=+ )(' 0xf , +∞=− )(' 0xf  
 
ВЭ-4. Сувязь паміж дыферэнцавальнасцю і непарыўнасцю функцыі ў пункце 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 
вы павінны  
ведаць: 
што адвольная дыферэнцавальная функцыя 
з’яўляецца непарыўнай; 
умець: 
даказваць тэарэму аб непарыўнасці 
дыферэнцавальнай функцыі. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-4: 
1. Фармулёўка і доказ неабходнай і дастатковай 
умоў дыферэнцавальнасці функцыі ў пункце. 
2. Доказ неабходнай умовы дыферэнцавальнасці 
функцыі ў пункце. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 
і нагадаць ключавую праблему 
модуля. 
Нагадайце азначэнне 
непарыўнасці функцыі праз 
прырост функцыі: функцыя f – 
непарыўная ў пункце х тады і 





xf .  
 















Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
неабходна: 
1. Ведаць неабходную і дастатковую ўмовы 
дыферэнцавальнасці функцыі ў пункце. 
2. Даказаць крытэрый дыферэнцавальнасці 
функцыі ў пункце. 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць, што кожная дыферэнцавальная 
функцыя з’яўляецца непарыўнай, але не ўсе 
непарыўныя функцыі – дыферэнцавальныя. 
2. Даказаць неабходную ўмову 







Самакантроль па ВЭ-4: 
1. Сфармулюйце і дакажыце крытэрый 
дыферэнцавальнасці функцыі ў пункце. 
2. Сфармулюйце і дакажыце неабходную ўмову 
дыферэнцавальнасці функцыі ў пункце. 
3. У якіх пунктах для дадзеных функцый не 
выконваецца неабходная ўмова 
дыферэнцавальнасці? Якую можна зрабіць 
выснову? 

























На гэтым вывучэнне асноўных паняццяў 
дыферэнцавальнага злічэння (“вытворнай” і 
“дыферэнцавальнасці” сапраўднай функцыі 
адной сапраўднай зменнай) скончана. Таму 
мэтазгодна паўтарыць асноўныя палажэнні 
модуля і перайсці да абагульнення  ВЭ-Р. 
 
Уважліва прачытайце тэарэму 






Уважліва прачытайце тэарэму 
2 §2 і яе доказ. 
З дапамогай неабходнай умовы 
спрашчаецца даследаванне на 
дыферэнцавальнасць 
некаторых функцыі: калі вы 
высветлілі, што ў нейкім 
пункце х0 функцыя f мае 
разрыў, то можна зрабіць 
выснову, што f не 
дыферэнцавальная ў пункце х0. 
 
Звярніцеся да вучэбных мэтаў 
ВЭ-4 і супастаўце іх з вашымі  
ведамі і ўменнямі. Наколькі вы 
дасягнулі гэтых мэтаў? 
Абагульніце паняцці ВЭ-1 – 
ВЭ-4. Падумайце, якая 














Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Мэта ВЭ-Р: абагульніце найбольш значныя 
веды па модулі.  
Для гэтага выканайце наступныя заданні і 
адкажыце на пытанні: 
1. Дайце азначэнне вытворнай функцыі ў 
пункце. 
2. Дайце азначэнні правай і левай вытворных 
функцыі ў пункце. 
3. Сфармулюйце і дакажыце тэарэму аб сувязі 
аднабаковых вытворных з вытворнай функцыі ў 
пункце. 
4. Дайце азначэнне дыферэнцавальнай функцыі. 
5. У якіх пунктах абсягу вызначэння функцыі 
можна ставіць пытанне аб дыферэнцавальнасці 
функцыі? 
6. Сфармулюйце і дакажыце крытэрый 
дыферэнцавальнасці функцыі ў пункце. 
7. Сфармулюйце і дакажыце неабходную ўмову 
дыферэнцавальнасці функцыі ў пункце. 
8. У чым сутнасць геаметрычнага сэнсу 
вытворнай?  
9. У чым сутнасць механічнага сэнсу 
вытворнай? 
ВЫСНОВА: кожная дыферэнцавальная на 
мностве Х функцыя – непарыўная на Х. 
Пасля паўтарэння асноўных тэзісаў матэрыялу 
неабходна перайсці да выніковага кантролю 
ВЭ-К. 
Для адказу на пытанні 
карыстайцеся ведамі, якія вы 
атрымалі, калі вывучалі ўсе ВЭ 
модуля.  
ВЭ-К. Выніковы кантроль па модулі 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння модуля неабходна: 
• валодаць паняццямі “вытворная”, 
“аднабаковая вытворная”, 
“дыферэнцавальнасць” функцыі; 
• умець даказваць тэарэму аб сувязі 
аднабаковых вытворных з вытворнай у пункце, 
крытэрый дыферэнцавальнасці, неабходную 
ўмову дыферэнцавальнасці функцыі; 
• умець запісваць раўнанне датычнай 
Паўтарыце вучэбны матэрыял па 
дадзеным модулі, па канспекце 
лекцый або па падручніку. 
















Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
(нармалі), будаваць датычную і нармаль да 
графіка дыферэнцавальнай функцый; 
• ведаць, у чым сутнасць геаметрычнага і 
механічнага сэнсаў вытворнай; 
• умець даследаваць функцыі на 
дыферэнцавальнасць. 
Калі Вы ўпэўнены ў сваіх ведах і навыках, то 
выканайце выніковую кантрольную работу. 
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xy      г) xy 21 cos+= . 
2. Па восі Ох рухаюцца два матэрыяльныя 
пункты, законы руху якіх x=3t2 – 8 i  
x=2t2 + 5t + 6. З якой хуткасцю гэтыя пункты 
аддаляюцца адзін ад аднаго ў момант сустрэчы? 
3. Знайсці на крывой у=3х2 − 4 х + 6 пункты, у 
якіх датычная паралельная, а ў якіх 
перпендыкулярная прамой 8х – у − 5 = 0. 
4. Матэрыяльны пункт рухаецца па гіпербале 
ху=12 так, што яго абсцыса х раўнамерна 
нарастае з хуткасцю 1 м/с. З якой хуткасцю 
змяняецца ардыната пункта, калі ён праходзіць 
становішча (6; 2)? 
5. Пры якіх значэннях параметраў а і b функцыя 
































дзе f(х) дыферэнцавальная злева ў пункце х0.  



















































Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
 
У якіх пунктах вытворная  f’(x) больш за нуль, 
менш за нуль, роўная 0, + ∞, – ∞? 
Адказы глядзі на старонцы 181. 
Папрацуйце над памылкамі, якія 
былі зроблены пры выкананні 
кантрольнай работы. Якой 
адзнакай вы ацанілі б свае веды? 
 
 Калі выніковы тэст не 
выкананы (зрабілі тры і болей 
памылкі), то трэба зноў 
вярнуцца да вывучэння 
дадзенага модуля. 
МОДУЛЬ 2. Асноўныя тэарэмы дыферэнцыяльнага злічэння 
сапраўднай функцыі адной сапраўднай зменнай 
 Уваход у модуль  
 Вучэбны тэкст  Кіраўніцтва да вывучэння 
Для вывучэння дадзенага модуля неабходна 
выканаць наступныя заданні і адказаць на 
пытанні: 
1. Дайце азначэнне прыросту функцыі ў пункце.  
2. Дайце азначэнне ліміту функцыі. 
3. Дайце азначэнне вытворнай функцыі ў пункце. 
4. Дайце азначэнні дыферэнцавальнай функцыі ў 
пункце і на мностве. 
5. Якая функцыя называецца непарыўнай у 
пункце і на мностве? 
6. Якія пункты адносяць да пунктаў разрыву і як 
высветліць іх характар? 
7. Дайце азначэнні сумы, здабытку, дзелі і 
кампазіцыі функцый. 
8. Якія асноўныя элементарныя функцыі вы 
ведаеце? Якія мноствы з’яўляюцца іх абсягамі 
вызначэння? 
9. Сфармулюйце тэарэму аб існаванні і 
непарыўнасці адваротнай функцыі. 
10. Запішыце роўнасці, якія адносяць да першага 
і другога грунтоўных лімітаў. 
 Калі вы справіліся з гэтымі заданнямі, то 
можна пераходзіць да вывучэння модуля. 
 Калі заданні выклікалі ў вас пэўныя 
Для вывучэння дадзенага 
модуля з папярэдняга 
матэрыялу неабходна: 
1. Ведаць азначэнне, вытворнай 
функцыі ў пункце, умець яго 
выкарыстоўваць для доказу 
дыферэнцавальнасці. 
2. Ведаць асноўныя 
элементарныя функцыі і іх 
уласцівасці. 
3. Валодаць асноўнымі 
паняццямі аналізу: “ліміт”, 
“непарыўнасць”. 





















цяжкасці, то неабходна пракансультавацца ў 
выкладчыка і паўтарыць матэрыял модуляў 
“Элементарныя функцыі”, “Вытворная і 
дыферэнцавальнасць сапраўднай функцыі адной 
сапраўднай зменнай”. 
ВЭ-0. Уводзіны ў модуль 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Спачатку пазнаёмцеся з наступнай 
інфармацыяй аб модулі ўвогуле. 
Пераходзім да вывучэння асноўных тэарэм 
дыферэнцавальнага злічэння сапраўднай 
функцыі адной сапраўднай зменнай. З дапамогай 
іх Вы авалодаеце асноўнымі правіламі і метадамі 
вылічэння вытворных. 
 Месца і значэнне модуля “Асноўныя тэарэмы 
дыферэнцыяльнага злічэння сапраўднай 
функцыі адной сапраўднай зменнай” у сістэме 
курса. 
Матэрыял модуля змяшчае шэраг тэарэм, у якіх 
даказваецца дыферэнцавальнасць асноўных 
элементарных функцый, што стварае аснову для 
вырашэння пытання аб дыферэнцавальнасці 
адвольнай функцыі, дазваляе авалодаць 
асноўнымі прыёмамі і метадамі вылічэння 
вытворных. 
Вывучэнне дыферэнцавальнасці элементарных 
функцый павышае прафесійны ўзровень і спрыяе 
далейшаму развіццю матэматычнага мыслення 
будучага настаўніка матэматыкі ў сярэдніх 
навучальных установах. 
 Мэта вывучэння модуля. 
Ведаць асноўныя правілы вылічэння 
вытворных; 
Ведаць вытворныя асноўных элементарных 
функцый; 
Умець даказваць тэарэмы аб 
дыферэнцавальнасці складанай і адваротнай 
функцый; 
 Валодаць навыкамі вылічэння вытворных 
элементарных функцый. 
 Змястоўная структура  модуля. 
Нагадайце вытворныя функцый 
і асноўныя формулы для іх 










































Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Глядзі графічную схему: 
 
Назвы вучэбных элементаў 
ВЭ-0. Уводзіны. 
ВЭ-1. Правілы вылічэння вытворных. 
ВЭ-2. Вылічэнне вытворных некаторых 
элементарных функцый. 
ВЭ-3. Дыферэнцаванне складанай функцыі. 
ВЭ-4. Дыферэнцаванне адваротнай функцыі. 
ВЭ-Р. Абагульненне. 
ВЭ-К. Выніковы кантроль па модулі. 
 
 Аб змесце тэмы модуля. 
Ключавая праблема: 
даказаць дыферэнцавальнасць асноўных 
элементарных функцый, авалодаць асноўнымі 
правіламі вылічэння вытворных. 
Вядучая ідэя: 
з дапамогай азначэння вытворнай функцыі ў 
пункце даказаць дыферэнцавальнасць асноўных 
элементарных функцый і вывесці формулы для 
вылічэння вытворных сумы, здабытку, дзелі, 
кампазіцыі і адваротнай функцый, скласці 
табліцу вытворных. 
Асноўныя паняцці: функцыя, абсяг вызначэння, 
нутраны пункт мноства, вытворная функцыі, 
дыферэнцавальнасць. 
 
Колькасць гадзін на вывучэнне модуля: 
Пры поўным самастойным вывучэнні–8 гадзін. 




Схема ілюструе склад модуля з 
ВЭ. Звярніце ўвагу на назвы ВЭ 
і паслядоўнасць іх пералічэння 
– гэта парадак, у адпаведнасці з 
якім вы будзеце іх вывучаць.  
 
 
Асноўныя тэарэмы дыферэнцыяльнага 








































ВЭ-1. Правілы вылічэння вытворных 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 
вы павінны  
ведаць: 
тэарэму аб дыферэнцавальнасці сумы, здабытку, 
дзелі дыферэнцавальных функцый; 
правіла, што сталы множнік можна вынесці за 
знак вытворнай; 
умець: 
даказваць тэарэму аб дыферэнцавальнасці сумы, 
здабытку, дзелі дыферэнцавальных функцый і 
выснову з яе. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-1: 
1. Тэарэма аб дыферэнцавальнасці сумы, 
здабытку, дзелі дыферэнцавальных функцый. 
2. Выснова з тэарэмы аб тым, што сталы 
множнік можна выносіць за знак вытворнай. 
3. Што можна казаць аб дыферэнцавальнасці 
функцый, для якіх умовы тэарэмы не 
выконваюцца? 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць фармулёўку тэарэмы, што дадзена ў 
тэарэме і што трэба даказаць. 
2. Умець даказваць з дапамогай азначэння 
вытворнай дыферэнцавальнасць сумы, 
здабытку, дзелі дыферэнцавальных функцый. 
 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць, што пры вылічэнні вытворнай 
здабытку функцыі і ліку, лік можна выносіць за 
знак вытворнай. 
2. Умець даказваць гэта з дапамогай тэарэмы аб 
здабытку дыферэнцавальных функцый. 
  
Парадак вывучэння трэцяга пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 











Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1–на рэпрадукцыйным узроўні; 




Пры вывучэнні пытання 
звярніцеся да сучасных 
школьных падручнікаў па 
матэматыцы і параўнайце доказ 
формул аб вытворных сумы, 
здабытку, дзелі з доказам 
тэарэмы (глядзі канспкт лекцый, 
§3). 
 
Для доказу карыстаемся 
формулай (2) §3 і тэарэмай 1 §4 



















Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
неабходна: 
1. Ведаць, што карыстацца тэарэмай аб 
дыферэнцавальнасці сумы, здабытку, дзелі 
функцый нельга, калі адна з функцый не 
з’яўляецца дыферэнцавальнай. 
2. Умець даказваць, што сума 
дыферэнцавальнай і недыферэнцавальнай 
функцый заўсёды з’яўляецца 
недыферэнцавальнай. Але сума дзвюх 
недыферэнцавальных функцый, таксама 
здабытак і дзель функцый, сярод якіх ёсць 
прынамсі адна недыферэнцавальная, можа быць 







Самакантроль па ВЭ-1: 
1. Cфармулюйце тэарэму аб 
дыферэнцавальнасці сумы, здабытку, дзелі 
дыферэнцавальных функцый. 
2. Самастойна дакажыце тэарэму аб 
дыферэнцавальнасці сумы, здабытку, дзелі 
дыферэнцавальных функцый. 
3. Адкажыце на пытанне: ці мае месца гэта 
тэарэма, калі колькасць складаемых 
(множнікаў) больш за два? 
4. Вызначыць, ці будзе дыферэнцавальным у 
пункце х=0 здабытак і дзель функцый v(x)= 3 x  і 
u(x)= x? 
5. Вызначыць, ці будзе дыферэнцавальным у 
пункце х=0 здабытак і дзель функцый v(x)=|x| і 
u(x)= – |x|? 
У гэтым вучэбным элеменце была даказана 
тэарэма, якой вы будзеце карыстацца пры 
вылічэні вытворных розных функцый. Зараз 
можна перайсці да доказу дыферэнцавальнасці 
асноўных элементарных функцый, гэта значыць 
правядзіце метадам ад 
супрацьлеглага дапушчэння. Для 
астатніх выпадкаў дастаткова 
праілюстраваць на прыкладах: у 
якасці недыферэнцавальных 


























(а≠0, а – сonst). 




праверце па лекцыях, §3. 
 
Звярніцеся да вучэбных мэтаў 
ВЭ-1 і супастаўце іх з вашымі  
ведамі і ўменнямі. Наколькі вы 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
да вывучэння ВЭ-2. 
ВЭ-2. Вылічэнне вытворных некаторых элементарных функцый 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 
вы павінны  
ведаць: 
формулы для вылічэння вытворных сталай, 
паказнікавай і лагарыфмічных функцый; 
формулы для вылічэння вытворных 
трыганаметрычных функцый; 
мноствы, на якіх пералічаныя функцыі 
з’яўляюцца дыферэнцавальнымі; 
умець: 
даказваць дыферэнцавальнасць пералічаных 
функцый;  
даказваць дыферэнцавальнасць функцыі  
f(x) =х. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-2: 
1. Доказ дыферэнцавальнасці функцый  
f(x) =с, дзе  с – некаторая сталая, f(x) =х. 
2. Доказ дыферэнцавальнасці функцый  
f(x) = ax (a > 0) і f(x) = logax (0 < a ≠ 1). 
3. Доказ дыферэнцавальнасці функцый f(x)=sinx 
і f(x)=cosx. 
4. Доказ дыферэнцавальнасці функцый f(x)=tgx і  
f(x)=ctgx. 
 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Даказаць дыферэнцавальнасць у адвольным 
пункце x ∈ R функцый f(x) =с (с – некаторая 
сталая) і f(x) =х. 
2. Запомніць, што (c)' = 0, (x)'= 1, ∀x∈R. 
 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Даказаць дыферэнцавальнасць функцый  
f(x) = ax (a > 0) і f(x) = logax (a >0, a ≠ 1). 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 














Пытанні вывучаюцца на 
эўрыстычным узроўні. 
 
Пры вывучэнні пытанняў модуля 
прытрымлівайцеся наступнай 
схемы: 
1. Прачытайце ўважліва 
фармулёўку тэарэмы. 
2. Высветліце, што дадзена і што 
патрэбна даказаць. 
3. Для доказу выкарыстоўвайце 
азначэнне вытворнай функцыі ў 
пункце і дыферэнцавальнай 
функцыі (глядзі §1 канспекта 
лекцый). 
4. Асобна знаходзьце прырост 
функцыі і стасунак прыросту 
функцыі да прыросту аргумента, 
а толькі потым пераходзьце да 
вылічэння адпаведнага ліміту, 
калі ∆х→0. 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
2. Запомніць, што (ax)'= ax·ln a,(logax)'= aх ln
1 . 




Парадак вывучэння трэцяга пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Даказаць дыферэнцавальнасць функцый 
f(x)=sinx і f(x)=cosx. 
2. Запомніць, што (sinx)'=cosx, (cosx)'= – sinx. 
Парадак вывучэння чацвёртага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Даказаць дыферэнцавальнасць функцый 
f(x)=tgx і f(x)=ctgx. 






Самакантроль па ВЭ-2: 
1. Cфармулюйце тэарэмы аб 
дыферэнцавальнасці сталай, паказнікавай, 
лагарыфмічнай і трыганаметрычных функцый. 
2. Самастойна дакажыце гэтыя тэарэмы і 
высновы з іх. 
3. Знайдзіце вытворныя наступных функцый: 
а) )1ln(cos
x





log3 2 ,  
в) xxey x lnsin −= , г) 
x
xy ln= . 
 
У гэтым вучэбным элеменце была даказана 
дыферэнцавальнасць сталай, паказнікавай, 
лагарыфмічнай і трыганаметрычных функцый. 
Для доказу дыферэнцавальнасці астатніх 
асноўных элементарных функцый патрэбна 
даказаць дзве вельмі значныя тэарэмы. Гэтае 
пытанне асвятляе ВЭ-3 і ВЭ-4. 
патрэбна нагадаць другі 
грунтоўны ліміт, а пры 
вывучэнні трэцяга пытання – 









Доказ правесці, карыстаючыся 
тэарэмай аб вытворнай дзелі і 





Доказ тэарэм праверце па 
лекцыях, §4. 




Звярніцеся да вучэбных мэтаў 
ВЭ-2 і супастаўце іх з вашымі 
ведамі і ўменнямі. Наколькі вы іх 
дасягнулі? 
ВЭ-3. Дыферэнцаванне складанай функцыі 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 
вы павінны  
ведаць: 
азначэнне кампазіцыі функцый; 
формулу для вылічэння вытворнай складанай 
функцыі; 
формулу для вылічэння вытворнай ступеневай 
функцыі; 
формулу для вылічэння вытворнай ступенева-
паказнікавай функцыі. 
умець: 
даказваць тэарэму аб дыферэнцавальнасці 
складанай функцыі; 
даказваць тэарэму аб дыферэнцавальнасці 
ступеневай функцыі; 
лічыць вытворныя з допамогай лагарыфмічнай 
вытворнай. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-3: 
1. Тэарэма аб дыферэнцавальнасці складанай 
функцыі. 
2. Тэарэма аб дыферэнцавальнасці ступеневай 
функцыі. 
3. Тэарэма аб дыферэнцавальнасці ступенева-
паказнікавай функцыі. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Даказаць тэарэму аб дыферэнцавальнасці 
складанай функцыі. 
2. Запомніць формулу для вылічэння вытворнай 
кампазіцыі функцый h = f◦g :  
h'(x0) = f '(u0) ⋅ g'(x0),  
дзе f(u) –дыферэнцавальная ў пункце u0 = g(x0), 




Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 
























Для доказу выкарыстоўвайце 
тэарэму 1 §2 (глядзі канспкт 
лекцый) і азначэнні вытворнай 
функцыі ў пункце, 
дыферэнцавальнай функцыі.  
Звяртаем вашу ўвагу на тое, што 
∆u → 0, калі ∆х→0, так як па 
ўмове тэарэмы u = g(x) –
дыферэнцавальная ў пункце x0, а 









Для доказу ўяўляем 
xx eex lnln αα
α











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
1. Даказаць дыферэнцавальнасць ступеневай 
функцыі для ўсіх х∈ (0, + ∞ ). 
 
2. Ведаць формулу (xα)' = α xα−1, дзе α∈R. 
 
Парадак вывучэння трэцяга пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць азначэнне ступенева-паказнікавай 
функцыі.  
2. Знаходзіць яе абсяг вызначэння. 









Самакантроль па ВЭ-3: 
1. Cфармулюйце тэарэмы аб 
дыферэнцавальнасці складанай (кампазіцыі) 
функцыі, ступеневай функцыі. 
2. Самастойна дакажыце гэтыя тэарэмы. 
3. Перанясіце тэарэму аб дыферэнцавальнасці 
складанай функцыі на кампазіцыю трох і больш 
функцый, запішыце адпаведныя ім формулы. 
4. Знайдзіце вытворныя наступных функцый: 
а) xy cos= , б) tgxxy = , в) 






















y = . 
 
У гэтым вучэбным элеменце была даказана 
тэарэма аб дыферэнцавальнасці складанай 
функцыі і на падставе яе даказана 
дыферэнцавальнасць ступеневай і ступенева-
паказнікавай функцый. Застаецца даказаць 
кампазіцыю функцый f◦g, дзе f(u) 
= eu, g(x) = αlnx, а потым з 
дапамогай тэарэмы аб 
дыферэнцавальнасці складанай 
функцыі, даказываем яе 
дыферэнцавальнасць. 
 
Функцыя выгляду у=(f(x))g(x) і 
абсягам вызначэння  
D(y)={x| x ∈ D(f)∩ D(g) i f(x)>0} 
называецца ступенева-
паказнікавай. Яе вытворную 
можна вылічыць некалькімі 
спосабамі:  
• калі ўявіць (f(x))g(x) = eg(x)·lnf(x), а 
потым скарыстаць формулу 
вытворнай складанай функцыі; 
• з дапамогай лагарыфмічнай 
вытворнай; 
• з дапамогай ланцуговага 
правіла.  
 
Доказ тэарэм праверце па 
лекцыях, §5, пункт 1. 
Для выканання задання 4 
дадаткова карыстаемся 
матэрыялам ВЭ-1 – ВЭ-2 . 
 
 
Звярніцеся да вучэбных мэтаў 
ВЭ-3 і супастаўце іх з вашымі  
ведамі і ўменнямі. Наколькі вы 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
дыферэнцавальнасць адваротных 
трыганаметрычных функцый. Гэта будзе 
зроблена пры вывучэнні ВЭ-4. 
ВЭ-4. Дыферэнцаванне адваротнай функцыі 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага 
элемента вы павінны  
ведаць: 
тэарэму аб вытворнай адваротнай функцыі; 
тэарэмы аб дыферэнцавальнасці адваротных 
трыганаметрычных функцый; 
умець: 
даказваць тэарэму аб вытворнай адваротнай 
функцыі; 
выводзіць формулы для вылічэння вытворных 
адваротных трыганаметрычных функцый. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-4: 
1. Тэарэма аб вытворнай адваротнай функцыі. 
2. Тэарэмы аб дыферэнцавальнасці 
адваротных трыганаметрычных функцый. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Даказаць тэарэму аб дыферэнцавальнасці 
адваротнай функцыі. 
2. Запомніць формулу для вылічэння 











′− , дзе f ′(х0) – вытворная 
функцыі f у пункце х0 з D(f), прычым y0 = f(x0)  
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць, што функцыі arcsin i arccos 
дыферэнцавальныя ў кожным пункце 
інтэрвала (−1;1), а функцыі arctg i arcctg 
дыференцавальныя ў кожным пункце лікавай 
прамой. 
2. Умець даказваць формулы для вылічэння 
 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 














1. Прачытайце ўважліва 
фармулёўку тэарэмы. 
2. Высветліце, што дадзена і што 
патрэбна даказаць. 
3. Для доказу карыстайцеся 






Для доказу карыстайцеся 
тэарэмай аб вытворнай 
адваротнай функцыі. Упэўніцеся, 
што адваротныя 
трыганаметрычныя функцыі на 
адпаведных прамежках 
задавальняюць усім умовам гэтай 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 




























Самакантроль па ВЭ-4: 
1. Сфармулюйце тэарэмы аб 
дыферэнцавальнасці адваротнай функцыі і 
дыферэнцавальнасці адваротных 
трыганаметрычных функцый. 
2. Самастойна дакажыце гэтыя тэарэмы. 
3. Знайдзіце вытворныя наступных функцый: 
а) )3( xarctgy = , б) xarctgy 3= ,  






















У гэтым вучэбным элеменце была даказана 
тэарэма аб дыферэнцавальнасці адваротнай 
функцыі і на падставе яе даказана 
дыферэнцавальнасць адваротных 
трыганаметрычных функцый. Асноўныя 
тэарэмы дыферэнцыяльнага злічэння 
даказаны, таму пераходзім да абагульнення – 
ВЭ-Р. 
i arcctg дыференцавальныя ва 
ўсіх пунктах абсягу вызначэння, 






Доказ тэарэм праверце па 
канспекце лекцый (§5, пункт 2). 
Пры вылічэнні вытворных 
карыстайцеся дадаткова ведамі, 
атрыманымі пры вывучэнні ВЭ-2 
і ВЭ-3. 
 
Звярніцеся да вучэбных мэтаў 
ВЭ-4 і супастаўце іх з вашымі  
ведамі і ўменнямі. Наколькі вы 
дасягнулі гэтых мэтаў?  
ВЭ-Р. Абагульненне 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Мэта ВЭ-Р: абагульніце найбольш значныя 
веды па модулі.  
Для гэтага выканайце наступныя заданні і 
адкажыце на пытанні: 
1. Складзіце табліцу вытворных асноўных 
элементарных функцый. 
2. Запішыце формулы для вылічэння 
вытворнай сумы, здабытку, дзелі функцый. 
Для адказу на пытанні 
карыстайцеся ведамі, якія вы 
атрымалі, калі вывучалі ўсе ВЭ 
модуля.  
Табліцу вытворных асноўных 
элементарных функцый і 
формулы вытворных сумы, 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
3. Запішыце формулы для вылічэння 
вытворнай складанай і адваротнай функцый. 
4. Пералічыце асноўныя элементарныя 
функцыі, якія не з’яўляюцца 
дыферэнцавальнымі ў сваім абсягу 
вызначэння.  
5. Як вы разумееце лагарыфмічную 
вытворную? У якіх выпадках ёй мэтазгодна 
карыстацца? 
 
ВЫСНОВА: для вылічэння вытворных 
элементарных функцый неабходна валодаць 
правіламі дыферэнцавання і ведаць табліцу 
вытворных асноўных элементарных 
функцый. 
Пасля паўтарэння асноўных тэзісаў 
матэрыялу неабходна перайсці да выніковага 
кантролю ВЭ-К. 
адваротнай функцый ведаць на 
памяць. Умець даказваць 
кожную з іх. 
 
ВЭ-К. Выніковы кантроль па модулі 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння модуля вы павінны: 
• умець даказваць дыферэнцавальнасць 
асноўных элементарных функцый; 
• валодаць асноўнымі правіламі вылічэння 
вытворных; 
• умець даказваць тэарэмы аб 
дыферэнцавальнасці сумы, здабытку, дзелі, 
складанай і адваротнай функцый; 
• валодаць навыкамі вылічэння вытворных 
функцый. 
 Калі Вы ўпэўнены ў сваіх ведах і 
навыках, то выканайце выніковы тэст. 











y = ; 
Паўтарыце вучэбны матэрыял па 
дадзеным модулі, па канспекце 
лекцый §3 – § 5. Асаблівую 
































xy = ; 








xxxy +⋅= arcsinln . 
На якім мностве кожная з іх 
дыферэнцавальныя? 
2. З дапамогай лагарыфмічнай вытворнай 
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Адказы на тэст глядзі на 
старонцы 182. 
Папрацуйце над памылкамі, якія 
былі зроблены пры адказе на 
пытанні тэсту (калі іх менш за 
тры). Якой адзнакай вы ацанілі б 
свае веды? 
 Калі вы не выканалі 
выніковы тэст (зрабілі тры і 
болей памылкі), то трэба зноў 
вярнуцца да вывучэння 
дадзенага модуля. 
МОДУЛЬ 3. Дыферэнцыял функцыі 
Уваход у модуль 
 Вучэбны тэкст  Кіраўніцтва да вывучэння 
Для вывучэння дадзенага модуля неабходна 
выканаць наступныя заданні і адказаць на 
пытанні: 
1. Дайце азначэнне вытворнай функцыі ў 
пункце. 
2. Дайце азначэнні функцыі дыферэнцавальнай 
у пункце і на мностве. 
3. Сфармулюйце тэарэму аб 
дыферэнцавальнасці сумы, здабытку і дзелі 
дыферэнцавальных функцый. 
4. У чым сутнасць геаметрычнага сэнсу 
вытворнай?  
5. У чым сутнасць фізічнага сэнсу вытворнай? 
6. Запішыце формулу, па якой вылічаецца 
прырост дыферэнцавальнай у пункце функцыі. 
7. Запішыце табліцу вытворных. 
 
 Калі вы справіліся з гэтымі заданнямі, то 
Для вывучэння дадзенага модуля 
з папярэдняга матэрыялу 
неабходна: 
1. Ведаць азначэнне вытворнай 
функцыі ў пункце (модуль 1). 
2. Ведаць геаметрычны і фізічны 
сэнс вытворнай (модуль 1). 
3. Ведаць табліцу вытворных 
(модуль 2). 
5. Валодаць правіламі вылічэння 
вытворных (модуль 2). 
6. Тэарэму аб прыросце 
дыферэнцавальнай у пункце 












можна пераходзіць да вывучэння модуля. 
  Калі заданні выклікалі ў вас пэўныя 
цяжкасці, то неабходна пракансультавацца ў 
выкладчыка і паўтарыць матэрыял модуляў 
“Функцыя”, “Ліміт”, “Непарыўнасць”. 
ВЭ-0. Уводзіны ў модуль 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Спачатку пазнаёмцеся з наступнай 
інфармацыяй аб модулі ўвогуле. 
Пасля вывучэння паняццяў “вытворная 
функцыі” і “дыферэнцавальная функцыя” вы 
гатовы авалодаць яшчэ адным паняццем –  
“дыферэнцыял функцыі”, якое цесна звязана і 
ўводзіцца праз папярэднія. Дыферэнцыял 
функцыі выкарыстоўваецца пры вылічэнні 
прыблізных значэнняў дыферэнцавальных 
функцый.  
 Месца і значэнне модуля “Дыферэнцыял 
функцыі” у сістэме курса. 
Матэрыял модуля дазваляе авалодаць адным з 
асноўных паняццяў дыферэнцыяльнага 
злічэння − “дыферэнцыял”, прыёмамі і 
метадамі вылічэння дыферэнцыялаў 
элементарных функцый; раскрывае сувязь 
гэтага паняцця з вытворнай і 
дыферэнцавальнасцю функцыі ў пункце; 
ілюструе ўжыванне іх да прыблізных 
вылічэнняў значэнняў функцый. 
 Мэта вывучэння модуля. 
Усвядоміць паняцце дыферэнцыяла функцыі 
ў пункце; 
Умець тлумачыць механічны і геаметрычны 
сэнс дыферэнцыяла; 
Умець тлумачыць інварыянтнасць формы 
дыферэнцыяла першага парадку; 
Умець даказваць тэарэму аб дыферэнцыяле 
сумы, здабытку, дзелі дыферэнцавальных 
функцый; 
 Валодаць навыкамі вылічэння 
дыферэнцыялаў элементарных функцый. 
 Змястоўная структура  модуля. 
Тэрмін “дыферэнцыял” уведзены 
Лейбніцам. Спачатку праз dx 
абазначалі «бясконца малыя» – 
велічыні, якія менш за кожны 
канечны лік, але ўсе ж не роўныя 
нулю. Дыферэнцыял яшчэ 






































Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Глядзі графічную схему: 
 
Назвы вучэбных элементаў 
ВЭ-0. Уводзіны. 
ВЭ-1. Азначэнне дыферэнцыяла. 
ВЭ-2. Дыферэнцыял кампазіцыі функцый. 
ВЭ-3. Уласцівасці і табліца дыферэнцыялаў. 
ВЭ-4. Геаметрычны і механічны сэнс 
дыферэнцыяла. 
ВЭ-5. Скарыстанне дыферэнцыяла ў 
прыблізных вылічэннях. 
ВЭ-Р. Абагульненне. 
ВЭ-К. Выніковы кантроль па модулі. 
 Аб змесце тэмы модуля. 
Ключавая праблема:  
увесці паняцце дыферэнцыяла функцыі ў 
пункце, даказаць яго ўласцівасці, раскрыць 
геаметрычны і фізічны сэнсы дыферэнцыяла, 
навучыцца скарыстоўваць дыферэнцыял у 
прыблізных вылічэннях значэнняў 
дыферэнцавальных функцый. 
Вядучая ідэя:  
на падставе азначэння дыферэнцыяла функцыі 
ў пункце, як здабытку вытворнай функцыі ў 
пункце на прырост аргумента, даказваюцца 
ўласцівасці дыферэнцыяла і робіцца выснова: 
дыферэнцыял функцыі − галоўная частка 
прыросту функцыі, што дазваляе 
скарыстоўваць дыферэнцыял у прыблізных 
вылічэннях значэнняў дыферэнцавальных 
функцый. 
Асноўныя паняцці: дыферэнцыял функцыі ў 




Схема ілюструе склад модуля з 
ВЭ. Звярніце ўвагу на назвы ВЭ і 
паслядоўнасць іх пералічэння – 
гэта парадак, у адпаведнасці з 














































Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
 
Колькасць гадзін на вывучэнне модуля: 
Пры поўным самастойным вывучэнні–4 гадзін. 
Пры частковым самастойным вывучэнні–2 
гадзіны. 
ВЭ-1. Азначэнне дыферэнцыяла 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 




табліцу дыферэнцыялаў асноўных 
элементарных функцый; 
у чым заключаецца геаметрычны і фізічны сэнс 
дыферэнцыяла; 
формулу для яго вылічэння; 
формулу для прыблізных вылічэнняў значэнняў 
функцыі. 
умець: 
лічыць дыферэнцыял ад элементарных 
функцый; 
даказваць уласцівасці дыферэнцыяла; 
ужываць дыферэнцыял да прыблізных 
вылічэннях значэнняў дыферэнцавальных 
функцый. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-1: 
1. Азначэнні дыферэнцыяла функцыі ў пункце. 
2. Сувязь паміж дыферэнцыялам і вытворнай. 
 
 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць азначэнні дыферэнцыяла функцыі ў 
пункце, як функцыі, якая задаецца фомулай 
df(x0) = f '(x0)dx, і як галоўнай часткі прыросту 
функцыі, якая лінейная адносна прыросту 
аргумента. 
2. Умейце знаходзіць дыферэнцыял функцыі 
 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 
нагадаць ключавую праблему 
модуля. 
Для вывучэння гэтага ВЭ 















Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1–на рэпрадукцыйным узроўні; 
2–на эўрыстычным узроўні. 
 
Пры вывучэнні пытання 
прыгадайце тэарэму 1 §2 
канспекта лекцый. 
З формулы прыросту функцыі 
∆f(x0) = f '(x 0 )∆x + α(∆x)∆x, дзе 
α(∆x) → 0, калі ∆x → 0 вынікае, 












Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
праз прырост функцыі і непасрэдна по 
формуле. 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць, што дыферэнцыял уводзіцца праз 
вытворную функцыі, а вытворную функцыі 
можна разглядаць як стасунак дыферэнцыялаў. 
2. Умець тлумачыць сувязь паміж 
дыферэнцыялам і вытворнай функцыі. 
Самакантроль па ВЭ-1: 
1. Дайце азначэнне дыферэнцыяла функцыі ў 
пункце. Ад якога аргумента ён залежыць? 
2. Якім умовам павінна задавальняць функцыя? 
3. Ці можа дыферэнцыял функцыі ў пункце 
быць нязменнай (сталай) велічынёй? 
4. Знайсці дыферэнцыял функцыі  
 у пункце х=2 двума 
спосабамі: а) выдзеліць лінейную адносна Δх 
частку Δу;  
б) па формуле.  
5. Як вы разумееце тое, што дыферэнцыял – 
галоўная частка прыросту функцыі? 












ctgtgxxf +=  
в) ;12249)( 2 ++= uuuf  
г) 
3sin)( xxxf = . 
 
У гэтым вучэбным элеменце было засвоена 
паняцце дыферэнцыяла функцыі ў пункце. Зараз 
можна перанесці гэтае паняцце на выпадак 




Звярніце ўвагу на тое, што 
дыферэнцаваннем функцыі 
называюць аперацыю 
знаходжання вытворнай і 


















Звярніцеся да вучэбных мэтаў 
ВЭ-1 і супастаўце іх з вашымі  
ведамі і ўменнямі. Наколькі вы 
дасягнулі гэтых мэтаў? 
ВЭ-2. Дыферэнцыял кампазіцыі функцый 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 
вы павінны  
ведаць: 
формулу, па якой вылічаецца дыферэнцыял 
складанай функцыіі (кампазіцыі функцый); 
у чым сутнасць інварыянтнасці формы 
дыферэнцыяла першага парадку. 
умець: 
знаходзіць дыферэнцыялы складаных функцый 
рознымі спосабамі. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-2: 
1. Дыферэнцыял складанай функцыі. 
2. Інварыянтнасць формы дыферэнцыяла. 
3. Розныя спосабы вылічэння дыферэнцыяла 
кампазіцыі функцый. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць азначэнне дыферэнцыяла функцыі і 
на падставе яго выводзіць формулу для 
вылічэння дыферэнцыяла складанай функцыі. 
2. Параўнаць формулы для вылічэння 
вытворнай і дыферэнцыяла функцыі.  
 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць, што формула для вылічэння першага 
дыферэнцыяла кампазіцыі функцый такая ж, як 
і для функцыі, якая не з’яўляецца кампазіцыяй. 
2. Умець тлумачыць, што ўяўляе сабой du у 
формуле дыферэнцыяла df(u0) = f '(u0)du 
у выпадках, калі u– зменная функцыі f, і калі u 




Парадак вывучэння трэцяга пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 










Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1–на рэпрадукцыйным узроўні; 
2 і 3–на эўрыстычным узроўні. 
 
Выкарыстоўвайце для гэтага 
тэарэму аб дыферэнцавальнасці 
складанай функцыі (глядзі §5 
канспекта лекцый). 
 
Звярніце ўвагу на ўмовы, якім 
павінна задавальняць складаная 
функцыя. 
 
Сутнасць інварыянтнасці формы 
дыферэнцыяла ў тым, што 
формула для вылічэння першага 
дыферэнцыяла кампазіцыі 
функцый такая ж, як і для 
функцыі, якая не з’яўляецца 
кампазіцыяй (глядзі §1 канспекта 
лекцый), але сэнс du у кожным 
выпадку свой:  
du = Δu – прырост аргумента u;  
du = u'(х0) dх − дыферэнцыял 
функцыі u у пункце x0. 
 












Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
1. Ведаць, што вылічваць дыферэнцыялы 
кампазіцыі функцый можна рознымі спосабамі. 
2. Умець вылічваць дыферэнцыялы кампазіцыі 
функцый рознымі спосабамі: 
1 спосаб. Непасрэдна па формуле  
df(х) = f '(х)dх, дзе f(х) – складаная функцыя, 
вытворная якой вылічаецца з дапамогай 
формулы (1) § 5 канспекта лекцый. 
2 спосаб. Уяўляем складаную функцыю f(х) як 
кампазіцыю дзвюх або некалькіх функцый; 
паслядоўна знаходзім дыферэнцыялы 
складаючых яе функцый з дапамогай формулы 
df(u) = f '(u)du, пачынаючы са знешняй 
функцыі. 
Самакантроль па ВЭ-2: 
1. Выведзіце формулу для вылічэння 
дыферэнцыяла складанай функцыі. 
2. У чым сутнасць інварыянтнасці формы 
дыферэнцыяла першага парадку? 
3. Знайдзіце двума спосабамі дыферэнцыялы 
наступных функцый: 
а) xtgxf 2)( = ; 




xf =  
г) 32cos)( xxf = . 
 
У гэтым вучэбным элеменце вы вывелі формулу 
для вылічэння дыферэнцыялаў складаных 
функцый, даведаліся, у чым сутнасць 
інварыянтнасці формы дыферэнцыяла першага 
парадку, навучыліся лічыць дыферэнцыялы 
складаных функцый рознымі спосабамі. Зараз 
можна перайсці да складання табліцы 
дыферэнцыялаў і вывучэння іх уласцівасцей. 






Нагадайце формулу для 
вылічэння дыферэнцыяла 
складанай функцыі. Чым яна 
адрозніваецца ад формулы 





















Звярніцеся да вучэбных мэтаў 
ВЭ-2 і супастаўце іх з вашымі 
ведамі і ўменнямі. Наколькі вы іх 
дасягнулі? 
ВЭ-3. Уласцівасці і табліца дыферэнцыялаў 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 





даказваць уласцівасці дыферэнцыялаў; 
атрымоўваць адвольную формулу з табліцы 
дыферэнцыялаў. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-3: 
1. Доказ уласцівасцей дыферэнцыялаў. 
2. Табліца дыферэнцыялаў. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць уласцівасці дыферэнцыялаў. 
2. Умець даказваць уласцівасці 
дыферэнцыялаў. 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць дыферэнцыялы асноўных 
элементарных функцый. 
2. Скласці табліцу дыферэнцыялаў на падставе 
азначэння дыферэнцыяла. 
Самакантроль па ВЭ-3: 
1. Сфармулюйце і дакажыце ўласцівасці 
дыферэнцыялаў. 
2. Запішыце па памяці табліцу дыферэнцыялаў.  
3. Дакажыце на выбар 3–4 формулы з табліцы 
дыферэнцыялаў. 
4. Карыстаючыся табліцай дыферэнцыялаў і іх 
уласцівасцямі знайдзіце дыферэнцыялы 
наступных функцый: 
а) xaxf sin)( = ; 









г) xaxf x αsin)( sin ⋅= . 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 








Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1–2 на эўрыстычным узроўні. 
 
Уласцівасці дыферэнцыялаў 
даказваюцца з дапамогай 
азначэння дыферэнцыяла і 
тэарэмы 1 §3 канспекта лекцый. 
 
 
Табліцу дыферэнцыялаў можна 
скласці выкарыстоўваючы 
табліцу вытворных і ўласцівасць 
інварыянтнасці формы 
дыферэнцыяла першага парадку. 
 
 
Звярніцеся да вучэбных мэтаў 
ВЭ-3 і супастаўце іх з вашымі  
ведамі і ўменнямі. Наколькі вы 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
 
У гэтым вучэбным элеменце былі вывучаны 
ўласцівасці дыферэнцыялаў, складзена табліца 
дыферэнцыялаў асноўных элементарных 
функцый. Зараз можна перайсці да раскрыцця 
геаметрычнага і фізічнага сэнсаў 
дыферэнцыяла. Гэтае пытанне асвятляе ВЭ-4. 
ВЭ-4. Геаметрычны і механічны сэнс дыферэнцыяла 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага 
элемента вы павінны  
ведаць: 
геаметрычны і механічны (фізічны) сэнсы 
дыферэнцыяла; 
умець: 
тлумачыць на канкрэтных прыкладах 
геаметрычны і механічны (фізічны) сэнсы 
дыферэнцыяла. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-4: 
1. Геаметрычны сэнс дыферэнцыяла. 
2. Механічны (фізічны) сэнс дыферэнцыяла. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць, што дыферэнцыял функцыі f у 
пункце х0, лікам роўны прыросту ардынаты 
датычнай да графіка функцыі ў пункце 
M0(x0,f(x0)), які адпавядае прыросту аргумента 
∆x. Гэта і ёсць геаметрычны сэнс 
дыферэнцыяла функцыі. 
2. Умець тлумачыць геаметрычны сэнс 





Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць сутнасць фізічнага сэнсу 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 









Пытанні 1 – 2 вывучаюцца на 
эўрыстычным узроўні. 
 
Нагадаем, што вытворная 
функцыі f у пункце х0 роўна 
вуглавому каэфіцыенту датычнай 
да графіка функцыі ў пункце 
М0(xo, f(xo)) або тангенсу вугла 
φ0 нахілу датычнай у пункце  
М0(x0, f(x0)) да дадатнага 
напрамку восі Ох. 
Для раскрыцця геаметрычнага 
сэнсу дыферэнцыяла 
карыстайцеся малюнкам пункта 4 
§ 6.  
У якасці прыкладу разгледзьце 
2)( xxf = , xo =1. 
 
Нагадаем, што вытворная 
функцыі s ў пункце tо лікава 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
дыферэнцыяла. 
2. Умець тлумачыць фізічны сэнс 
дыферэнцыяла функцыі ў пункце на 
канкрэтных прыкладах. 
Самакантроль па ВЭ-4: 
1. У чым сутнасць геаметрычнага сэнсу 
дыферэнцыяла? 
2. У чым сутнасць фізічнага сэнсу 
дыферэнцыяла? 
3. Вядома, што дыферэнцыял функцыі f ў 
пункце x0, які адпавядае прыросту аргумента 
∆x>0 (∆x<0), дадатны. Што можна сказаць 
наконт манатоннасці гэтай функцыі? 
 
У наступным ВЭ-5 разгледзім дастасаванні 
дыферэнцыялаў да прыблізных вылічэнняў 
значэнняў функцыі. 





Звярніцеся да вучэбных мэтаў 
ВЭ-4 і супастаўце іх з вашымі  
ведамі і ўменнямі. Наколькі вы 
дасягнулі гэтых мэтаў?  
ВЭ-5. Скарыстанне дыферэнцыяла ў прыблізных вылічэннях 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага 
элемента вы павінны  
ведаць: 
формулу для прыблізных вылічэнняў 
значэнняў функцыі; 
умець: 
знаходзіць прыблізна значэнні 
дыферэнцавальных функцый. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-5: 
1. Формула для прыблізнага вылічэння 
значэння функцыі. 
2. Прыблізнае вылічэнне значэнняў функцый з 
дапамогай дыферэнцыялаў  
 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць, што значэнні дыферэнцавальнай 
функцыі могуць быць вылічаны з дапамогай 
дыферэнцыяла па формуле  
f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + df(x0). 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 








Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1– часткова на рэпрадукцыйным 
узроўні; 
1 і 2–на эўрыстычным узроўні. 
 
Гэта формула атрымліваецца на 
падставе таго, што дыферэнцыял 
функцыі ў пункце з’яўляецца 
галоўнай часткай яе прыросту. 
Звярніце ўвагу на тое,  











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
2. Умець вызначаць выпадкі, калі неабходна 
выкарыстаць прыведзеную формулу. 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць формулу прыблізных вылічэнняў 
значэнняў функцыі. 
2. Умець ужываць формулу прыблізных 
вылічэнняў значэнняў функцыі пры развязанні 
канкрэтных задач. 
Самакантроль па ВЭ-5: 
1. Запішыце формулу прыблізных вылічэнняў 
значэнняў функцыі. 





д) 5 33 ; 
е) arcsin0,7. 
3. Ці дазваляе названая формула знаходзіць 
значэнні функцыі з адвольнай наперад 
дадзенай дакладнасцю? 
4. У якіх выпадках формулу для прыблізных 
вылічэнняў значэнняў функцыі 
выкарыстоўваць нельга?; 
 
У гэтым вучэбным элеменце вы пазнаёміліся з 
дастасаваннямі дыферэнцыяла ў прыблізных 
вылічэннях значэнняў функцыі. На гэтым 
вывучэнне модуля скончана. Таму мэтазгодна 
яшчэ раз паўтарыць матэрыял ВЭ-1 – ВЭ-5 і 




Непасрэдна з умовы трэба:  
• вызначыць функцыю f, пункт 
x0, значэнне Δх;  
• знайсці f '(x0);  
• падставіць у формулу ўсе 
велічыні і падлічыць прыблізна 






У прыкладах в), г) абавязкова 
перайсці да радыянаў. 
ВЭ-Р. Абагульненне 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Мэта ВЭ-Р: абагульніце найбольш значныя 
веды па модулі.  
Для гэтага выканайце наступныя заданні і 
адкажыце на пытанні: 
1. Дайце азначэнні дыферэнцыяла функцыі ў 
Для адказу на пытанні 
карыстайцеся ведамі, якія вы 













Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
пункце. 
2. У чым сутнасць геаметрычнага сэнсу 
дыферэнцыяла (праілюструйце на графіку 
якой-небудзь функцыі)? 
3. У чым сутнасць механічнага сэнсу 
дыферэнцыяла? 
4. Дакажыце ўласцівасці дыферэнцыяла.  
5. Растлумачце, як вы разумееце 
інварыянтнасць формы дыферэнцыяла першага 
парадку. 
6. Запішыце табліцу дыферэнцыялаў. 
7. Якія дастасаванні дыферэнцыяла вы 
ведаеце? 
 
У ВЭ-1 – ВЭ-5 паказалі, што паняцці 
“вытворная” і “дыферэнцыял” 
дыферэнцавальнай у пункце функцыі вельмі 
блізкія, яны характарызуюцца падобнымі 
ўласцівасцямі; з геаметрычнага і механічнага 
сэнсаў вытворнай лёгка атрымліваюцца 
геаметрычны і механічны сэнсы 
дыферэнцыяла; аперацыю знаходжання 
вытворнай і дыферэнцыяла называюць 
дыферэнцаваннем. 
 
ВЫСНОВА: кожная дыферэнцавальная ў 
пункце функцыі функцыя мае ў гэтым пункце 
вытворную–канечны лік і дыферэнцыял – 
лінейную функцыю аргумента ∆x. 
Пасля паўтарэння асноўных тэзісаў 
матэрыялу вам трэба перайсці да выніковага 
кантролю ВЭ-К. 
• вытворная і дыферэнцыял 
функцыі ў пункце цесна 
звязаныя паняцці: дыферэнцыял 
азначаецца праз вытворную, а 
вытворную можна разглядаць, як 
стасунак дыферэнцыялаў; 
• дыферэнцаваннем будзем 
называць знаходжанне як 
вытворнай функцыі, так і 
дыферэнцыяла функцыі. 
 
ВЭ-К. Выніковы кантроль па модулі 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння модуля Вы павінны: 
• ведаць азначэнне дыферэнцыяла функцыі і 
яго уласцівасці; 
• умець знаходзіць дыферэнцыял адвольнай 
дыферэнцавальнай функцыі; 
• тлумачыць інварыянтнасць формы 
 
Паўтарыце вучэбны матэрыял па 
дадзеным модулі, па канспекце 
лекцый. Асаблівую ўвагу 












Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
дыферэнцыяла першага парадку; 
• валодаць навыкамі прыблізнага вылічэння 
значэнняў функцый з дапамогай 
дыферэнцыяла. 
 Калі вы ўпэўнены ў сваіх ведах і навыках, 
то выканайце наступныя заданні. 
1. Запішыце формулу, па якой вызначаецца 
дыферэнцыял функцыі. 
2. Пабудуйце графік функцыі xxf =)( . 
Пакажыце на чарцяжы адрэзак, даўжыня якога 
супадае з модулем дыферынцыяла функцыі f у 
пункце х=1. 
3. Знайдзіце дыферэнцыял функцыі:  
а) 
21arccos)( xtgexf −−= ; 
б)
 
( )xxf x 2lncos3)( = ; 







cos)( −= . 
4. Вылічыць прыблізна з дапамогай 
дыферэнцыяла (з дакладнасцю да двух знакаў 
пасля коскі) 
a) 4 64,16 ;  
б) cos 61o; 
в)(3,03)5 ;  
г) tg 44o; 
д) arctg 1,01; 
е) e0,25; 
ж) arcsin 0,6;  















Адказы глядзі на старонцы 183. 
Папрацуйце над памылкамі, якія 
былі зроблены пры выкананні 
заданняў. Якой адзнакай вы 




 Калі вы зрабілі тры і болей 
памылкі, то трэба зноў вярнуцца 
да вывучэння дадзенага модуля. 
МОДУЛЬ 4. Вытворныя і дыферэнцыялы вышэйшых парадкаў 
Уваход у модуль 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Для вывучэння дадзенага модуля неабходна 
выканаць наступныя заданні і адказаць на 
пытанні: 
1. Дайце азначэнне прыросту функцыі ў 
пункце. 
2. Дайце азначэнне ліміту функцыі. 
3. Дайце азначэнне вытворнай функцыі ў 
пункце. 
4. Дайце азначэнні дыферэнцавальных 
Для вывучэння дадзенага модуля 
з папярэдняга матэрыялу 
неабходна: 
1. Валодаць асноўнымі паняццямі 
аналіза: “ліміт”, “непарыўнасць”. 
2. Ведаць азначэнні, вытворнай 
функцыі ў пункце, умець яго 












функцый у пункце і на мностве. 
5. Дайце азначэнні дыферэнцыяла функцыі. 
6. Запішыце формулу для вылічэння 
дыферэнцыяла функцыі. 
7. Сфармулюйце тэарэму аб 
дыферэнцавальнасці сумы, здабытку, дзелі 
функцый. 
8. Пералічыце асноўныя элементарныя 
функцыі. На якіх мноствах яны вызначаны і 
дыферэнцавальныя? 
9. Сфармулюйце тэарэмы аб 
дыферэнцавальнасці кампазіцыі функцый і 
адваротнай функцыі. 
10. Запішыце формулы для вылічэння 
вытворных сумы, здабытку, дзелі функцый. 
 Калі вы справіліся з гэтымі заданнямі, то 
можна пераходзіць да вывучэння модуля. 
 Калі заданні выклікалі ў вас пэўныя 
цяжкасці, то неабходна пракансультавацца ў 
выкладчыка і паўтарыць матэрыял модуляў 
“Вытворная і дыферэнцавальнасць сапраўднай 
функцыі адной сапраўднай зменнай”, 
“Асноўныя тэарэмы дыферэнцыяльнага 
злічэння сапраўднай функцыі адной сапраўднай 
зменнай”, “Дыферэнцыял функцыі”. 
3. Ведаць асноўныя 
элементарныя функцый і іх 
вытворныя. 
4. Ведаць уласцівасці 
дыферэнцавальных функцый. 
5. Ведаць уласцівасці 
дыферэнцыялаў функцый. 
 
ВЭ-0. Уводзіны ў модуль 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Спачатку пазнаёмцеся з наступнай 
інфармацыяй аб модулі ўвогуле. 
Дадзены модуль уводзіць паняцці “вытворная і 
дыферэнцыял вышэйшых парадкаў”. Праграма 
сярэдняй школы не прадугледжвае знаёмства з 
імі. Аднак без засваення гэтых паняццяў 
далейшае вывучэнне курса матэматычнага 
аналізу немагчыма. 
 Месца і значэнне модуля “Вытворныя і 
дыферэнцыялы вышэйшых парадкаў” у 
сістэме курса. 
Вытворныя і дыферэнцыялы вышэйшых 
парадкаў функцый азначаюцца праз вытворныя 
і дыферэнцыялы ніжэйшых парадкаў і не менш 
 
Вышэй былі ўведзены паняцці 
“вытворная” і “дыферэнцыял” 
сапраўднай функцыі адной 
сапраўднай зменнай, але для 
развязання шэрагу задач 
прыродазнаўства і матэматыкі 
нам патрэбна ўвесці паняцці 
“вытворная і дыферэнцыял 
вышэйшых парадкаў”. Падыходы 
да ўвядзення гэтых паняццяў 
такія ж самыя, як і для вытворнай 
і дыферэнцыяла функцыі. Таму 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
значныя за іх. Вытворныя і дыферэнцыялы 
вышэйшых парадкаў выкарыстоўваюцца пры 
развязанні прыкладных задач. Вывучэнне 
матэрыялу модуля спрыяе далейшаму 
ўсведамленню такіх асноўных паняццяў курса 
матэматычнага аналізу, як “вытворная” і 
“дыферэнцавальнасць”. 
Вывучэнне вытворных і дыферэнцыялаў 
вышэйшага парадку функцый спрыяе 
павышэнню ўзроўню матэматычнай адукацыі 
будучых настаўнікаў матэматыкі сярэдніх 
школ. 
 Мэта вывучэння модуля. 
Ведаць асноўныя паняцці “вытворная і 
дыферэнцыял вышэйшых парадкаў”; 
Ведаць механічны сэнс вытворнай другога 
парадку; 
 Ведаць і ўмець даказваць формулу Лейбніца; 
Ведаць, што для дыферэнцыялаў вышэйшых 
парадкаў парушаецца інварыятнасць формы 
запісу, умець даказваць гэта на прыкладзе 
дыферэнцыяла другога парадку; 
Умець знаходзіць вытворныя і 
дыферэнцыялы элементарных функцый 
адвольнага парадку. 
 Змястоўная структура модуля. 
Глядзі графічную схему: 
 
Назвы вучэбных элементаў 
ВЭ-0. Уводзіны. 
ВЭ-1. Вытворныя вышэйшых парадкаў. 
ВЭ-2. Формула Лейбніца. 
дазволяць вам без цяжкасцей 


























Схема ілюструе склад модуля з 
ВЭ. Звярніце ўвагу на назвы ВЭ і 
паслядоўнасць іх пералічэння – 
гэта парадак, у адпаведнасці з 
якім вы будзеце іх засвойваць. 




































Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
ВЭ-3. Дыферэнцыялы вышэйшых парадкаў. 
ВЭ-Р. Абагульненне. 
ВЭ-К. Выніковы кантроль па модулі. 
 Аб змесце тэмы модуля. 
Ключавая праблема:  
увесці паняцці “вытворная і дыферэнцыял 
вышэйшых парадкаў” і навучыцца знаходзіць 
вытворныя і дыферэнцыялы элементарных 
функцый адвольнага парадку. 
Вядучая ідэя:  
на падставе паняццяў “вытворная” і 
“дыферэнцыял” сапраўднай функцыі 
сапраўднай зменнай увесці паняцці “вытворная 
і дыферэнцыял вышэйшых парадкаў” і 
навучыцца іх знаходзіць. 
Асноўныя паняцці: вытворная вышэйшага 
парадку функцыі ў пункце, п-разоў 
дыферэнцавальная функцыя, дыферэнцыял 
вышэйшага парадку функцыі. 
 
Колькасць гадзін на вывучэнне модуля: 
Пры поўным самастойным вывучэнні–6 гадзін. 
Пры частковым самастойным вывучэнні–3 
гадзіны. 
ВЭ-1. Вытворныя вышэйшых парадкаў 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 
вы павінны  
ведаць: 
азначэнне вытворнай 2-га парадку; 
азначэнне вытворнай п-га парадку; 
сутнасць тэрміна “функцыя п-разоў 
дыферэнцавальная ў пункце х”; 
сутнасць механічнага сэнсу вытворнай 2-га 
парадку. 
умець: 
даваць азначэнне вытворнай 2-га парадку праз 
ліміт; 
даваць азначэнне вытворнай п-га парадку праз 
ліміт; 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 























Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
знаходзіць вытворныя п-га парадку адвольнай 
элементарнай функцыі; 
знаходзіць паскарэнне руху ў момант часу t. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-1: 
1. Азначэнне вытворнай 2-га парадку. 
2. Азначэнне вытворнай п-га парадку. 
3. Механічны сэнс вытворнай 2-га парадку. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Усвядоміць паняцце вытворнай 1-га парадку, 
як функцыі са значэннямі y = f '(x). 
2. Даць азначэнне вытворнай гэтай функцыі ў 
пункце і на падставе яго вызначыць вытворную 
2-га парадку функцыі f у пункце як ліміт 
стасунку прыроста функцыі вытворнай 1-га 
парадку да прыроста аргумента, калі прырост 
аргумента імкнецца да нуля. 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Умець даваць паслядоўна азначэнні 
вытворных 2-га, 3-га і г. д. п-га парадкаў. 
2.Умець запісваць азначэнні вытворных 2-га, 3-
га і г. д. п-га парадкаў з дапамогай сімвалаў. 
3. Умець знаходзіць вытворныя п-га парадку 
некаторых асноўных элементарных функцый. 
4. Даць азначэнне тэрміна “функцыя п-разоў 















Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1–на рэпрадукцыйным узроўні; 
2 і 3–на эўрыстычным узроўні. 
 
З дапамогай сімвалаў можна даць 
наступнае азначэнне вытворнай 















Звярніце ўвагу, што азначэнне 
вытворнай п-га парадку ўводзіцца 
паслядоўна праз вытворныя 
ніжэйшых парадкаў 
(глядзі азначэнні §7, пункт 1 
канспекта лекцый). 
 
Для nN <∈ αα , і для 0=α  
( ) 0)( =nxα , для ўсіх астатніх α  
( ) nn xnx −⋅+−⋅⋅−⋅= αα ααα )1(...)1()(  
паказнікавая xey =  ( ) xnx ee =)(  і 
xay =  ( ) ( ) xnnx aaa ln)( = ; 

































Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
 
 
Парадак вывучэння трэцяга пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць з курса фізіцкі паняцце “паскарэння” 
2. Раскрыць сутнасць механічнага сэнсу 
вытворнай 2-га парадку. 
3. Разабраць задачу на знаходжанне паскарэння 
руху. 
Самакантроль па ВЭ-1: 
1. Дайце паслядоўна азначэнні вытворных 2-га, 
3-га і г. д. п-га парадкаў. Запішыце іх з 
дапамогай сімвалаў. 
2. Растлумачце, што азначае тэрмін “функцыя 
п-разоў дыферэнцавальная ў пункце х”? 
3. Растлумачце, у чым сутнасць механічнага 
сэнсу другой вытворнай? 
4. Знайдзіце паскарэнне ў момант часу t=8 сек., 
калі закон руху 33)( tatts += . 
 
У гэтым вучэбным элеменце вы пазаёміліся з 
паняццем вытворнай вышэйшага парадку. 
Навучыліся лічыць вытворныя адвольных 
парадкаў асноўных элементарных функцый. 
Для вылічэння вытворных вышэйшых парадкаў 
здабытку функцый будзем карыстацца 
спецыяльнай формулай – формулай Лейбніца. 








coscos )( πnxx n . 
Паскарэнне руху ў момант часу t 
ёсць другая вытворная ад шляху ў 
момант часу t. 
 




Звярніцеся да вучэбных мэтаў 
ВЭ-1 і супастаўце іх з вашымі  
ведамі і ўменнямі. Наколькі вы 
дасягнулі гэтых мэтаў? 
 
ВЭ-2. Формула Лейбніца 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 
вы павінны  
ведаць: 
формулу Лейбніца, і выпадкі, пры якіх яна 
выкарыстоўваецца;  
умець: 
даказваць формулу Лейбніца, лічыць з яе 
дапамогай вытворныя вышэйшых парадкаў 
здабытку асноўных элементарных функцый. 
 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 

















Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-2: 
1. Формула Лейбніца. 
2. Доказ формулы Лейбніца. 
3. Ужыванне формулы Лейбніца для вылічэння 
вытворных вышэйшых парадкаў. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць на памяць формулу Лейбніца. 
2. Умець тлумачыць абазначэнні, якія 
ўваходзяць у формулу. 







Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання: Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць, што для доказу формулы Лейбніца 
выкарыстоўваюць метад матэматычнай 
індукцыі. 
2. Умець даказвваць і выкарыстоўваюць 














Парадак вывучэння трэцяга пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць, што формула Лейбніца ўжываецца 
для вылічэння вытворных вышэйшых парадкаў 
функцый, якія можна ўявіць у выглядзе 
здабытку асноўных элементарных функцый. 
2. Умець праілюстраваць ужыванне формулы 
Лейбніца на прыкладзе. 
Самакантроль па ВЭ-2: 
1. Запішыце формулу Лейбніца, растлумачце 
ўсе абазначэнні. 
2. Выведзіце формулу Лейбніца. 
 
Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1–на рэпрадукцыйным узроўні; 














Не блытаць абазначэнні f k (k-ай 
ступені функцыі f) і f(k) 
(вытворнай k-га парадку функцыі 
f). Памятаць, што f (0)  = f .  
 
Сутнасць метада матэматычнай 
індукцыі: 
1) праверыць сцвярджэнне 
(формулу) для n=1; 
2) прапанаваць, што сцвярджэнне 
(формула) праўдзіва для n=m; 
3) на падставе зробленнай 
прапановы даказаць сцвярджэнне 
(формулу) для n=m+1. 
На падставе тэарэмы аб метадзе 
матэматычнай індукцыі 
сцвярджаем, што формула 























Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
3. Знайдзіце вытворную п-га парадку функцыі f, 
калі 
а) xexxf 10)( = , п=50;    б) xxxf cos)( 3= , п=15;  
в) xxxf ln)( 5= , п=10;  в) xxxf sin)( = , п=100. 
 
У гэтым вучэбным элеменце вы пазнаёміліся з 
формулай, якую выкарыстоўваюць пры 
вылічэнні вытворных вышэйшых парадкаў 
здабытку функцый. Акрамя вытворных 
вышэйшых парадкаў у матэматыцы патрэбна 
валодаць паняццем і тэхнікай вылічэння 
дыферэнцыялаў вышэйшых парадкаў. Гэтае 
пытанне асвятляе ВЭ-3. 
Вывад формулы Лейбніца 
праверце па канспекце лекцый 
пункт 2 § 7. 
 
 
Звярніцеся да вучэбных мэтаў 
ВЭ-2 і супастаўце іх з вашымі 
ведамі і ўменнямі. Наколькі вы іх 
дасягнулі? 
 
ВЭ-3. Дыферэнцыялы вышэйшых парадкаў 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 
вы павінны  
ведаць: 
як вызначаецца дыферэнцыялы другога, 
трэцяга і г. д. п-га парадкаў; 
якія дыферэнцыялы адносяцца да 
дыферэнцыялаў вышэйшых парадкаў; 
што для дыферэнцыялаў вышэйшых парадкаў 
не захоўваецца інварыянтнасць формы запісу; 
формулу для вылічэння дыферэнцыялаў п-га 
парадку. 
умець: 
лічыць дыферэнцыялы адвольнага парадку; 
даказваць на прыкладзе дыферэнцыяла другога 
парадку, што для дыферэнцыялаў парадку 
больш 1 інварыянтнасць формы запісу не мае 
месца. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-3: 
1. Паняцці дыферэнцыялаў другога, трэцяга і 
г.д. n –га парадкаў. 
2. Парушэнне інварыятнасці формы запісу 
дыферэнцыялаў вышэйшых парадкў. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 

















Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1–на рэпрадукцыйным узроўні; 
2-4 –на эўрыстычным узроўні. 
 
Дыферэнцыялы вышэйшых 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
1. Ведаць азначэнні дыферэнцыялаў другога, 
трэцяга, n –га парадкаў. 
2. Ведаць формулу для вылічэння 
дыферэнцыялаў вышэйшых парадкаў. 
3. Умець карыстацца формулай для вылічэння 
дыферэнцыялаў вышэйшых парадкаў. 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць, што дыферэнцыялы вышэйшых 
парадкаў не маюць уласцівасці інварыянтнасці. 
2. Умець даказваць на прыкладзе 
дыферэнцыяла другога парадку, што 
дыферэнцыялы вышэйшых парадкаў не маюць 
уласцівасці інварыянтнасці. 
Самакантроль па ВЭ-3: 
1. Дайце азначэнні дыферэнцыялаў другога, 
трэцяга, n –га парадкаў. 
2. Запішыце формулу для вылічэння 
дыферэнцыяла , n –га парадку функцыя f. 
3. Вылічыце дыфферэнцыял другога парадку 
функцыі xxxf 3sin)( = , дзе х − аргумент. Ці 
захоўваецца інвварыянтнасць формы запісу, 
калі замест х падставіць функцыю ,bktx +=  або 
2ktx = ? Які можна зрабіць вывад? 
4. Вылічыце дыфферэнцыял другога парадку 
функцыі xxxf ln)( 2= , калі  
а) х – аргумент; б) х – функцыя аргумента t. 
5. Знайсці дыферэнцыялы п-га парадку функцыі 
f, калі 
а) xexxf 10)( = , п=50;    б) xxxf cos)( 3= , п=15;  
в) xxxf ln)( 5= , п=10;  в) xxxf sin)( = , п=100. 
 
У гэтым вучэбным элеменце былі вывучаны 
дыферэнцыялы вышэйшых парадкаў. На гэтым 
вывучэнне асноўных элементарных функцый 
скончана. Таму мэтазгодна паўтарыць 
асноўныя палажэнні модуля і перайсці да 
абагульнення ВЭ-Р. 
паслядоўна, як дыферэнцыял ад 
дыферэнцыяла папярэдняга 














Звярніцеся да вучэбных мэтаў 
ВЭ-3 і супастаўце іх з вашымі  
ведамі і ўменнямі. Наколькі вы 












Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Мэта ВЭ-Р: абагульніце найбольш значныя 
веды па модулі.  
Для гэтага выканайце наступныя заданні і 
адкажыце на пытанні: 
1. Дайце азначэнні вытворнай 2-га парадку, 
вытворнай п-га парадку. 
2. Ці можа існаваць другая вытворная ў пункце 
х0, калі функцыя не мае вытворнай у пункце 
х0? 
3. Прывядзіце прыклад функцыі, якая мае 
вытворную ў пункце х0, але не мае другой 
вытворнай у гэтым пункце. 
4. Што азначае тэрмін “функцыя п-разоў 
дыферэнцавальная ў пункце х”? 
5. У чым заключаецца механічны сэнс 
вытворнай 2-га парадку? 
6. Запішыце формулу Лейбніца. Калі яе 
ўжываюць? 
7. Увядзіце паняцці дыферэнцыялаў другога, 
трэцяга і г. д. п-га парадкаў. 
8. Запішыце формулу для вылічэння 
дыферэнцыялаў п-га парадку. 
9. Для дыферэнцыялаў якіх парадкаў 
захоўваецца інварыянтнасць формы запісу? 
10. Ці можна сцвярджаць, што інварыянтнасць 
формы запісу дыферэнцыялаў не мае месца для 
ўсіх дыферэнцыялаў вышэйшых парадкаў? 
11. Атрымайце формулы для вылічэння 
вытворнай і дыферэнцыяла п-га парадку для 
наступных функцый: ступеневай, паказнікавай, 
лагарыфмічнай, сінуса, косінуса. 
ВЫСНОВА: вытворныя і дыферэнцыялы 
парадкаў два, тры і вышэй называюцца 
вытворнымі і дыферэнцыяламі вышэйшых 
парадкаў.  
Пасля паўтарэння асноўных тэзісаў 
матэрыялу вам трэба перайсці да выніковага 
кантролю ВЭ-К. 
Для адказу на пытанні 
карыстайцеся ведамі, якія вы 
атрымалі, калі вывучалі ўсе ВЭ 
модуля.  
 






Нагадаем, што да асноўных 
элементарных функцый 
адносяцца ступеневая функцыя 
у=хα (разгледзіць усе магчымыя 
выпадкі для α), паказнікавая, 
лагарыфмічная, 












ВЭ-К. Выніковы кантроль па модулі 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння модуля вы павінны: 
• ведаць, як азначаюцца вытворныя і 
дыферэнцыялы вышэйшых парадкаў; 
• умець знаходзіць вытворныя вышэйшых 
парадкаў элементарных функцый; 
• ведаць формулу Лейбніца і ўмець 
карыстацца ёй пры вылічэнні вытворных 
вышэйшых парадкаў; 
• валодаць навыкамі вылічэння 
дыферэнцыялаў вышэйшых парадкаў 
складаных функцый. 
 Калі вы ўпэўнены ў сваіх ведах і навыках, 
то выканайце выніковы тэст. 
1. Запішыце з дапамогай сімвалаў азначэнні 
вытворных першага, другога, трэцяга і п-га 
парадкаў. 
2. Дайце азначэнне дыферэнцыяла п-га парадку 
ў пункце х0. 
3. Запішыце формулу для вылічэння 
дыферэнцыяла п-га парадку функцыі f(x), калі х 
− незалежная зменная. 








0 калі      ,0




xexf x  бясконца разоў 
дыферэнцавальная ў пункце х=0. 
5. Вылічыце вытворныя п-га парадку (n≥2): 
а) ( ) )(7 nxe ;  б) ( ) )()23sin( nx + ; в) ( ) )()12ln( nx + ;  
г) ( ) )(1 nx− . 
6. Вылічыце дыферэнцыялы п-га парадку 
функцый з папярэдняга задання. 
Паўтарыце вучэбны матэрыял па 
дадзеным модулі, па канспекце 
лекцый §7. 
















Адказы на тэст глядзі на 
старонцы 184. 
Папрацуйце над памылкамі, якія 
былі зроблены пры адказе на 
пытанні тэста (калі іх менш за 
тры). Якой адзнакай вы ацанілі б 
свае веды? 
 
 Калі вы не выканалі 
выніковы тэст (зрабілі тры і 
болей памылкі), то трэба зноў 
вярнуцца да вывучэння 
дадзенага модуля. 
МОДУЛЬ 5. Тэарэмы аб сярэднім значэнні дыферэнцавальных функцый 
Уваход у модуль 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Для вывучэння дадзенага модуля неабходна 
выканаць наступныя заданні і адказаць на 
пытанні: 
1. Дайце азначэнне сапраўднай функцыі адной 
Для вывучэння дадзенага модуля 
патрэбны веды і ўменні з 
папярэдняга матэрыялу: 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
сапраўднай зменнай. 
2. Дайце азначэнні дыферэнцавальнай у пункце  
і на прамежку функцыі. 
3. Дайце азначэнні найбольшага і найменшага 
значэнняў функцыі. 
4. Дайце азначэнне вытворнай функцыі ў 
пункце. 
5. У чым заключаецца геаметрычны сэнс 
вытворнай? 
6. Дайце азначэнні непарыўнай у пункце і на 
прамежку функцыі. 
7. Сфармулюйце ўласцівасці функцый 
непарыўных на адрэзку. 
 Калі вы справіліся з гэтымі заданнямі, то 
можна пераходзіць да вывучэння модуля. 
 Калі заданні выклікалі ў вас пэўныя 
цяжкасці, то неабходна пракансультавацца ў 
выкладчыка і паўтарыць матэрыял модуляў 
“Функцыя”, “Ліміт”, “Непарыўнасць”,  
“Паняцці вытворнай функцыі ў пункце і 
дыферэнцавальнай функцыі”, 
“Геаметрычны сэнс вытворнай”. 
умець знаходзіць яе абсяг 
вызначэння. 
2. Ведаць паняцці “непарыўная 
функцыя”, “дыферэнцавальная 
функцыя”.  
3. Валодаць асноўнымі паняццямі 




ВЭ-0. Уводзіны ў модуль 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Спачатку пазнаёмцеся з наступнай 
інфармацыяй аб модулі ўвогуле. 
Модуль “Тэарэмы аб сярэднім значэнні 
дыферэнцавальных функцый” з’яўляецца 
шостым модулем у блоку “Дыферэн-цыяльнае 
злічэнне для функцыі адной зменнай”. У ім 
усталёўваюць шэраг тэарэм аб 
дыферэнцавальных функцыях, якія дазваляюць 
рабіць высновы аб паводзінах функцыі.  
 Месца і значэнне модуля “Тэарэмы аб 
сярэднім значэнні дыферэнцавальных 
функцыях” у сістэме курса. 
Пры дапамозе тэарэм аб сярэднім даказваюцца 
многія тэарэмы далейшага курса 
матэматычнага аналізу. Яны дазваляюць 
вырашыць некаторыя практычныя задачы, 
Сярэдняе значэнне функцыі – 
гэта некаторы лік паміж 
найбольшыім і найменшым яе 
значэннямі.У дыферэнцыяльным 
злічэнні ёсць тэарэмы аб 
сярэднім значэнні функцыі, якія 
ўсталёўваюць існаванне такіх 
пунктаў, у якіх функцыя ці яе 
вытворная  прымаюць некаторае 
сярэдняе значэнне. Пазнаёмімся з 
тэарэмамі Ферма, Роля, Лагранжа 
і Кашы. 
П’ер дэ Ферма (1601-1665г.) – 













Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
напрыклад, даследаваць непарыўную на 
адрэзку функцыю на найбольшае і найменшае 
значэнні і інш. 
 Мэта вывучэння модуля. 
• Ведаць тэарэмы Ферма, Роля, Лагранжа, 
Кашы; 
• Усвядоміць сутнасць тэарэм аб сярэднім для 
дыферэнцавальных функцый і іх геаметрычны 
сэнс; 
• Умець карыстацца тэарэму Ферма для 
знаходжаннеу найбольшых і найменьшых 
значэнняў непарыўнай на адрэзку функцыі. 
 Змястоўная структура модуля. 
Гл. графічную схему: 
 
Схема ілюструе структуру модуля і яго 
змястоўныя блокі (вучэбныя элементы).  





ВЭ-4. Тэарэма Кашы. 
ВЭ-Р. Абагульненне. 
ВЭ-К. Выніковы кантроль па модулі. 
 Аб змесце тэмы модуля. 
Ключавая праблема:      
Сфармуляваць і даказаць тэарэмы Ферма, Роля, 
Лагранжа і Кашы. Засвоіць геаметрычны сэнс 
гэтых тэарэм. 
Вядучая ідэя:    
Вывучыць уласцівасці дыферэнцавальных 
функцый, выражаныя тэарэмамі аб сярэдніх 
аналізу, тэорыі імавернасцей і 
тэорыі лікаў. Яму належыць 
фармулеўка Вялікай тэарэмы 
Ферма. Мішэль Роль (1652-1719 
г.) – французскі матэматык, які 
першы даў строгі доказ тэарэмы, 
вядомай зараз як тэарэма Роля. 
Жозэф Луі Лагранж (1736-1813 
г.) – французскі матэматык і 
механік італьянскага паходжання. 
Асабліва праславіўся 
майстэрствам у галіне абагуль-
нення і сінтэза назапашанага 
навуковага матэрыяла. Агюстэн 
Луі Кашы (1789-1857 г.) - вялікі 
французскі матэматык, акадэмік 
Парыжскай акадэміі навук, 
распрацаваў асновы 
матэматычнага аналізу, зрабіў 
вялізны ўклад у аналіз, алгебру, 
матэматычную фізіку і многія 
іншыя разделы матэматыкі. 
 
Неабходна звярнуць увагу на 
назвы ВЭ і іх паслядоўнасць – у 
гэтым парадку іх мэтазгодна 
вывучаць. 
 








































Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
значэннях. Умець карыстацца імі для доказу 
іншых тэарэм матэматычнага аналізу, для 
развязання практычных задач. 
Асноўныя паняцці: сярэднія значэнні функцыі. 
Колькасць гадзін на вывучэнне модуля: 
Пры поўным самастойным вывучэнні– 4 
гадзіны. 
Пры частковым самастойным вывучэнні– 2 
гадзіны. 
ВЭ-1. Тэарэма Ферма 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 
вы павінны  
ведаць: 
 тэарэму Ферма 
умець: 
•фармуляваць і даказваць  тэарэму Ферма; 
•знаходзіць найбольшыя і найменшыя значэнні 
непарыўнай на адрэзку функцыі. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-2: 
1. Фармулеўка  і доказ тэарэмы Ферма. 
2. Геаметрычная інтэрпрэтацыя тэарэмы 
Ферма. 
3. Правіла знаходжаннеу найбольшага і 
найменшага значэнняў непарыўнай на адрэзку 
функцыі. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Умець  фармуляваць тэарэму Ферма. 






Парадак вывучэння другога  пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць геаметрычны сэнс тэарэмы Ферма. 
Мэтазгодна звярнуцца да  ВЭ-0 і 








Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1–на рэпрадукцыйным ўзроўні,  




Звярніце ўвагу на тое, што 
дадзена ў тэарэме і што патрэбна 
даказаць. 
Для доказу тэарэмы неабходна 
паўтарыць тэарэму аб сувязі 
аднабаковых вытворных с 
вытворнай функцыі ў пункце. 
Звярніцеся для  гэтага да § 1 
канспекта лекцый. 
 
Успомніце, что вытворная 
функцыі f у пункце х0 роўна 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
2.Умець карыстацца геаметрычную 
інтэрпрэтацыю тэарэмы Ферма. 
Парадак вывучэння трэцяга  пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць правіла знаходжаннеу найбольшага і 
найменшага значэнняў непарыўнай на адрэзку 
функцыі. 
2. Умець знаходзіць найбольшае і найменшае 
значэнні функцыі на адрэзку [a, b] пры 
дапамозе правіла Ферма. 
Самакантроль па ВЭ-2: 
1. Сфармулюйце і дакажыце тэарэму Ферма. 
2.Дайце геаметрычную інтэрпрэтацыю тэарэмы 
Ферма. 
3.Знайдзіце найбольшае і найменшае значэнні 
функцыі на дадзеным адрэзку: 
а) [ ]3;6-  ,3666 2 −−= xxy ;  
б) [ ]0;5   ,2 xxy −= ; 
в) ( ) [ ]0;3  ,23 22 xxy −= ;  
г) [ ]/20;3  ,2sinsin2 πxxy += . 
 
У гэтым вучэбным элеменце была вывучана 
тэарэма Ферма, якая выкарыстоўваецца для 
знаходжаннеу найбольшых і найменшых 
значэнняў функцыі. 
пункце М0(x0, f(x0)) да дадатнага 
напрамку восі Ох. 
 
Правіла Ферма: 
знайсці крытычныя пункты якія 
належаць адрэзку [a, b], вылі-
чыць значэнні функцыі ў гэтых 
пунктах і на канцах адрэзка, 
выбраць сярод іх найбольшае і 
найменшае значэнні функцыі. 
 
Карыстайцеся для гэтага § 9 
канспекта лекцый. 
 
Пры знаходжанні найбольшага і 
найменшага значэнняў функцыі 
прытрымлівайцеся правіла 
Ферма. 
Карыстайцеся для гэтага 
прыклад, прыведзены ў лекцыях 
у §9. 
ВЭ-2. Тэарэма Роля 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага 
элемента вы павінны  
ведаць: 
 тэарэму Роля. 
умець: 
фармуляваць і даказваць  тэарэму Роля; 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-2: 
1. Фармулеўка  і доказ тэарэмы Роля. 
2.  Геаметрычная інтэрпрэтацыя тэарэмы Роля. 
 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Мэтазгодна звярнуцца да  ВЭ-0 і 





Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1–на рэпрадукцыйным ўзроўні, 2 












Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1.Умець  фармуляваць тэарэму Роля. 







Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 





Самакантроль па ВЭ-2: 
1. Сфармулюйце і дакажыце тэарэму Роля. 
2. Дайце геаметрычную інтэрпрэтацыю 
тэарэмы Роля. 
3. Ці будзе справядівай тэарэма Роля, калі 
зняць умову: 
а) );()( bfaf =  б) [ ]ba; на непарыўная)( −xf ?  
Прывядзіце адпаведныя прыклады. 
4. Праверце справядлівасць тэарэмы Роля для 
функцыі ( )12 −= xxy  на адрэзках [ ]1;1−  і [ ]1;0 . 
5. Ці выконваюцца ўмовы тэарэмы Роля для 
функцыі tgxy =  на адрэзку [ ]π;0 ? 
У гэтым вучэбным элеменце была вывучана 
тэарэма Роля, якая выражае адну з 
уласцівасцей дыферэнцавальных функцый. 
Зараз можна перайсці да вывучэння наступнай 
тэарэмы аб сярэднім значэнні – тэарэмы 
Лагранжа. Гэтая тэарэма вывучаецца ў ВЭ-3. 
Звярніце ўвагу на тое, што 
дадзена і што трэба даказаць у 
тэарэме. 
Для доказу ўспомніце тэарэму 
Вейерштраса: калі функцыя 
непарыўная на адрэзку, то яна 
прымае на ім сваё найбольшае 
M  і найменшае m  значэнні. 
Разгледзце выпадкі, калі M = m і 
калі M ≠ m . 
 
Для разумення геаметрычнага 
сэнсу тэарэмы Роля ўспомніце, 
што вытворная функцыі ў 
пункце роўна тангенсу вугла 
нахілу датычнай у пункце, 
праведезенай да дадатнага 
напрамку восі Ох. 
 
 
Карыстайцеся для гэтага 
прыкладам, які прыведзены ў §9 
канспекта лекцый. 
 
ВЭ-3. Тэарэма Лагранжа 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага 
элемента вы павінны  
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
ведаць: 
 тэарэму Лагранжа. 
умець: 
фармуляваць і даказваць  тэарэму Лагранжа; 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-2: 
1. Фармулеўка і доказ тэарэмы Лагранжа. 
2. Геаметрычная інтэрпрэтацыя тэарэмы 
Лагранжа. 
 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Умець  фармуляваць тэарэму Лагранжа. 






Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць геаметрычны сэнс тэарэмы 
Лагранжа. 
2. Умець карыстацца геаметрычную 
інтэрпрэтацыю тэарэмы Лагранжа. 
Самакантроль па ВЭ-2: 
1. Сфармулюйце і дакажыце тэарэму 
Лагранжа. 
2. Дайце геаметрычную інтэрпрэтацыю 
тэарэмы Лагранжа. 
3. Праверце, ці выконваюцца ўмовы тэарэмы 
Лагранжа для функцый на адрэзках і знайдзіце 
адпаведнае значэнне c :  
а) 3xxy −=  на [ ]1;2− ; 
б) 3 4xy = на [ ]1;1− . 
4. Запішыце формулу Лагранжа. 
5. Для адрэзка парабалы 2xy = , заключанага 






Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1 – на рэпрадукцыйным ўзроўні , 
2 і 3–на эўрыстычным узроўні 
 
Прачытайце фармулеўку 
тэарэмы ў §9 канспекта лекцый. 
Высветліце, што дадзена і што 
патрэбна даказаць у тэарэме. 
Для доказу тэарэмы ўвядзіце 
дапаможную функцыю  
F(x) = f(x) − λx, дзе λ − некаторы 
сапраўдны лік, якая здавальняе 
ўмовам тэарэмы Роля.  
 
Нагадайце геаметрычны сэнс 






Карыстайцеся для гэтага §9 
канспекта лекцый. Паўтарыце 
паняцце непарыўнай і 
дыферэнцавальнай  функцыі і яе 
ўласцівасці. Звярніце ўвагу, што 
тэарэма  
Роля з’яўляецца частковым 
выпадкам тэарэмы Лагранжа, 












Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
датычная ў якім паралельная AB . 
 
У гэтым вучэбным элеменце была вывучана 
тэарэма Лагранжа, якая выражае адну з 
уласцівасцей дыферэнцавальных функцый. 
Зараз можна перайсці да вывучэння тэарэмы 
Кашы. Гэта пытанне асвятляе ВЭ-4. 
ВЭ-4. Тэарэма Кашы 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага 
элемента вы павінны  
ведаць: 
 тэарэму Кашы. 
умець: 
фармуляваць і даказваць  тэарэму Кашы; 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-2: 
1. Фармулеўка і доказ тэарэмы Кашы. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Умець  фармуляваць тэарэму Кашы. 







Самакантроль па ВЭ-2: 
1. Сфармулюйце і дакажыце тэарэму Кашы. 
2.  Праверце, ці выконваюцца ўмовы тэарэмы 
Кашы для функцый на адрэзках і знайдзіце 
адпаведнае значэнне c :  
а) 2)( 2 += xxf  і 1)( 3 −= xxg  на [ ]2;1 ; 
б) xxf sin)( =  і xxg cos)( = на [ ]2/;0 π . 
 
У гэтым вучэбным элеменце была вывучана 
тэарэма Кашы, якая выражае адну з 
уласцівасцей дыферэнцавальных функцый. На 
гэты вывучэнне тэарэм аб сярэднім скончана. 
Мэтазгодна звярнуцца да  ВЭ-0 і 









тэарэмы ў §9 (глядзі канспкт 
лекцый). Высветліце, што 
дадзена і што патрэбна даказаць 
у тэарэме. 
Увядзіце дапаможную функцыю 
F(x) = f(x) −λg(x), дзе λ − 
некаторы сапраўдны лік, якая 
здавальняе ўмовам тэарэмы 
Лагранжа. 
 
Карыстайцеся для гэтага 
лекцыяй §9. Паўтарыце паняцце 
непарыўнай і дыферэнцаваль-
най  функцыі і яе ўласцівасці.  
Звярніце ўвагу на тое, што 
тэарэма Лагранжа – частковы 
выпадак тэарэмы Кашы, калі  











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Таму мэтазгодна паўтарыць асноўныя 
палажэнні модуля і перайсці да 
абагульненняВЭ-Р. 
ВЭ-Р. Абагульненне. 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Мэта ВЭ-Р: абагульніце найбольш значныя 
веды па модулі.  
Для гэтага адкажыце на наступныя пытанні: 
1. Сфармулюйце тэарэму Ферма і дайце яе 
геаметрычную інтэрпрэтацыю. 
2. Сфармулуйце правіла знаходжання 
найбольшага і найменшага значэнняў 
непарыўнай на адрэзку функцыі. 
3. Сфармулюйце тэарэму Роля і дайце яе 
геаметрычную інтэрпрэтацыю. 
4. Сфармулюйце тэарэму Лагранжа і дайце яе 
геаметрычную інтэрпрэтацыю. 
5. Сфармулюйце тэарэму Кашы. 
 
ВЫСНОВА: засвоеныя ў пятым модулі 
тэарэмы вызначаюць асноўныя уласцівасці 
дыферэнцавальных функцый і даюць 
магчымасць у далейшым карыстацца імі пры 
даследаванні функцый і доказе шэрагу 
тэарэм. 
Пасля паўтарэння асноўных тэзісаў 
матэрыялу вам патрэбна перайсці да 
выніковага кантролю.  
Для адказу на пытанні 
карыстайцеся вашымі ведамі, 
якія вы атрымалі, калі вывучалі 
ўсе ВЭ модуля.  
Пры доказе тэарэм дакладна 
усвядомце, што дадзена ў 
тэарэме і што трэба даказаць. 
ВЭ-К. Выніковы кантроль па модулі. 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння модуля вы павінны: 
• Умець фармуляваць тэарэмы Ферма, 
Роля, Лагранжа, Кашы; 
• умець даказваць іх; 
• ведаць геаметрычны сэнс тэарэм Ферма, 
Роля, Лагранжа; 
• умець карыстацца тэарэмай Ферма для 
знаходжання найбольшага і найменшага 
значэнняў функцыі на адрэзку. 
 Калі вы ўпэўнены ў сваіх ведах і 
Паўтарыце вучэбны матэрыял па 
дадзеным модулі па канспекце 
лекцый або па адным з 
падручнікаў. Асаблівую ўвагу 
















Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
навыках, то выканайце выніковы тэст. 
1. Сфармулюйце і дакажыце тэарэму Ферма. 
2. Праверце справядлівась тэарэмы Ферма для 
функцыі 13 2 −= xy  на адрэзку [ ]2;1 . 
3. Сфармулюйце правіла знаходжання най-
большых і найменшых значэнняў непарыўнай 
на адрэзку функцыі. 
4. Знайдзіце найбольшае і найменшае значэнні 
функцыі на ўказаным адрэзку: 
а) [ ]0;3  ),22ln( 2 +−= xxy ; 






















д) [ ]1;0;4 2xey −−= ; 
е) [ ]0;2; −= xxey . 
5. Сфармулюйце і дакажыце тэарэму Роля. 
6. Праверце справядлівась тэарэмы Роля для 
функцыі ( )12 −= xxy  на адрэзках: 
а) [ ]1;1− ; б) [ ]1;0 . Знайдзіце пункт с . 
7. Ці здавальняе тэарэме Роля функцыя 
3 21 xy −= на адрэзку [ ]1;1− ? 
8. Сфармулюйце і дакажыце тэарэму 
Лагранжа. 
9. Праверце справядлівасць тэарэмы Лагранжа 
для функцыі 3
2
xy =  на адрэзку [ ]2;1− . Дайце 
геаметрычную інтэрпрэтацыю. 







.1  калі ,/1





xf  на адрэзку [ ]2;0 ? 
Знайдзіце пункт  c  у формуле Лагранжа для 
дадзенай функцыі на указаным адрэзку. 
11. На крывой 3)( xxf =  знайдзіце пункт, у якім 
датычная паралельная хордзе, якая злучае 
пункты )1;1( −−A , )8;2(B . 





































Адказы на тэст глядзіце на 
старонцы 184. 
Папрацуйце над памылкамі, якія 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
13. Ці справядлівая  тэарэма Кашы для 
функцый: 
а) 2)( xxf =  і 3)( xxg =  на адрэзку [ ]1;1− ? Якая 
ўмова тэарэмы не выконваецца  для гэтых 
функцый? 
14. Праверце, што функцыі 32)( 2 +−= xxxf  і 
5207)( 23 −+−= xxxxg  задавальняюць умовам 
тэарэмы Кашы на адрэзку [ ]4;1 . Знайдзіце 
адпаведнае значэнне c . 
тэставых заданняў. Якой 
адзнакай вы ацанілі б свае веды? 
 
 
 Калі вы не выканалі 
выніковы тэст (зрабілі пяць і 
болей памылак), то трэба зноў 
вярнуцца да вывучэння 
дадзенага модуля. 
МОДУЛЬ 6. Дастасаванні дыферэнцыяльнага злічэння 
Уваход у модуль 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Для вывучэння дадзенага модуля неабходна 
выканаць наступныя заданні і адказаць на 
пытанні: 
1. Дайце азначэнне сапраўднай функцыі адной 
сапраўднай зменнай. 
2. Дайце азначэнне дыферэнцавальнай і двойчы 
дыферэнцавальнай на прамежку функцыі. 
3. Дайце азначэнне ліміту функцыі ў пункце і 
на бясконцасці. 
4. Дайце азначэнні вытворнай функцыі ў 
пункце. 
5. Якая функцыя называецца непарыўнай у 
пункце і на мностве? 
6. Сфармулюйце тэарэму Лагранжа  аб функцыі 
непарыўнай на адрэзку. 
7. Сфармулюйце тэарэму Ферма.  
8. Дайце азначэнне манатоннай функцыі. 
9. Дайце азначэнне датычнай да графіку 
функцыі ў пункце. 
 Калі вы справіліся з гэтымі заданнямі, то 
можна пераходзіць да вывучэння модуля. 
 Калі заданні выклікалі ў вас пэўныя 
цяжкасці, то неабходна пракансультавацца ў 
выкладчыка і паўтарыць матэрыял модуляў 
“Функцыя”, “Ліміт”, “Непарыўнасць”,  
“Паняцці вытворнай функцыі ў пункце і 
дыферэнцавальнай функцыі”, 
Для вывучэння дадзенага модуля 
патрэбны веды і ўменні з 
папярэдняга матэрыялу. 
Неабходна: 
1. Ведаць паняцце “функцыя”, 
умець знаходзіць яе абсяг 
вызначэння. 
2. Ведаць паняцці “непарыўная 
функцыя”, “дыферэнцавальная 
функцыя”, “манатонная 
функцыя”, “ датычная”. 
3. Валодаць асноўнымі паняццямі 
аналізу “ліміт”, “непарыўнасць”, 
“дыферэнцавальнасць”, 
“вытворная”. 
4. Ведаць тэарэмы аб сярэднім 













“Геаметрычны сэнс  вытворнай”, 
”Тэарэмы аб сярэднім”. 
ВЭ-0. Уводзіны ў модуль 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Спачатку пазнаёмцеся з наступнай 
інфармацыяй аб модулі ўвогуле: 
Модуль “Дастасаванні дыферэнцыяльнага 
злічэння” з’яўляецца сёмым модулем у блоку 
два “Дыферэнцыяльнае злічэнне функцыі адной 
зменнай” і з’яўляецца лагічным працягам 
вывучэння паняццяў вытворнай і 
дыферэнцавальнасці функцый. Модуль дае 
магчымасць пазнаёміцца з дастасаваннямі 
гэтых паняццяў да развязання практычных 
задач. 
 Месца і значэнне модуля “Дастасаванні 
дыферэнцыяльнага злічэння”  ў сістэме курса. 
Вывучэнне дыфферэнцавальнасці функцыі і яе 
вытворнай дае магчымасць увесці такія важныя 
паняцці  ў курсе матэматычнага аналізу, як 
экстрэмумы, выпукласць функцыі. Пры 
дапамозе дыферэнцыялнага злічэння можна 
даследаваць функцыі і будаваць іх графікі.  
 Мэта вывучэння модуля. 
Умець карыстацца правіла Лапіталя для 
знаходжаннеу лімітаў функцый; 
Ведаць умовы сталасці і манатоннасці 
функцыі на прамежку; 
Усвядоміць паняцці экстрэмумуў функцыі, 
выпукласці функцыі, перагібаў; 
Умець даследаваць функцыі і будаваць іх 
графікі; 
Умець раскладаць элементарныя функцыі па 
формуле Тэйлара; 
 Змястоўная структура модуля. 
Гл. графічную схему: 
Пераходзім да вывучэння 
дастасаванняў дыферэнцыяльнага 
злічэння. Таму дастатковыя веды 
папярэдняга матэрыялу 
дазволяць вам без цяжкасцей 

























Неабходна звярнуць увагу на 
назвы ВЭ і іх паслядоўнасць – у 












Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
 
Схема ілюструе структуру модуля і яго 
змястоўныя блокі (вучэбныя элементы).  
Назвы вучэбных элементаў 
ВЭ-0. Уводзіны. 
ВЭ-1.Правіла Лапіталя. 
ВЭ-2.Умовы сталасці і манатоннасці функцыі. 
ВЭ-3.Экстрэмумы. 
ВЭ-4. Выпукласць і перагібы. 
ВЭ-5. Формула Тэйлара. 
ВЭ-Р. Абагульненне. 
ВЭ-К. Выніковы кантроль па модулі. 
 Аб змесце тэмы модуля. 
Ключавая праблема:      
сфармуляваць і даказаць правіла Лапіталя, 
увесці паняцці экстрэмумуў, выпукласці 
функцыі і пунктаў перагібу, вывучыць умовы 
сталасці і манатоннасці функцыі на прамежку. 
Вядучая ідэя:    
на падставе вывучэння асноўных паняццяў і 
доказу адпаведных тэарэм навучыцца 
даследаваць функцыі і будаваць іх графікі. 
Умець лічыць ліміты функцый пры дапамозе 
вытворнай, раскладаць элементарныя функцыі 
па формуле Тэйлара. 
Асноўныя паняцці:  
экстрэмумы функцыі, выпукласць функцыі, 
пункты перагібу, формула Тэйлара, астача 
формулы Тэйлара. 
 
Колькасць гадзін на вывучэнне модуля: 
Пры поўным самастойным вывучэнні– 16 
гадзін. 











































Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пры частковым самастойным вывучэнні– 8 
гадзін. 
ВЭ-1. Правіла Лапіталя-Бярнулі. 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 




























( )∞−∞  , ( )∞⋅0 , ( ) ( ) ( )00 ,0,1 ∞∞ пры дапамозе правіла 
Лапіталя. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-1: 
1. Фармулеўка тэарэм Лапіталя-Бярнулі. 
























∞ , ( )∞−∞  , 
( )∞⋅0 , ( ) ( ) ( )00 ,0,1 ∞∞ . 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Умець фармуляваць тэарэмы Лапіталя-
Бярнулі. 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Умець фармуляваць тэарэму Лапіталя-

















Мэтазгодна звярнуцца да  ВЭ-0 і 












Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1–на рэпрадукцыйным ўзроўні,  











Нагадайце тэарэму Кашы і пры 
дапамозе яе дакажыце правіла 








Доказ  тэарэмы прыведзены ў  














Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Парадак вывучэння трэцяга пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
















2.  Умець раскрываць нявызначанасці ( )∞−∞ , 



























Самакантроль па ВЭ-1: 
1. Сфармулюйце тэарэмы Лапіталя-Бярнулі. 
2. Якія нявызначанасці можна раскрываць пры 
дапамозе правіла Лапіталя. 































lim xctgxx −→ ; 

























∞ . Нявызначанасці ( )∞−∞  
, ( )∞⋅0 , ( ) ( ) ( )00 ,0,1 ∞∞  трэба звесці 















∞ , а затым прымяніць 
правіла Лапіталя. Калі 0)( →xf , 
( ) ∞→xϕ , то відавочныя 
наступныя пераўтварэнні 





































( ) ( ) ( )00 ,0,1 ∞∞  можна пры дапамозе 
тоеснасці )(ln)()())(( xfxgxg exf = .  
 
Звярніце ўвагу на прыклады ў 
§10 (глядзі канспкт лекцый) 
Памятайце, што правіла Лапіталя 















































Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 



















У гэтым вучэбным элеменце былі вывучаны  
тэарэмы Лапіталя-Бярнулі, якія даюць 
магчымасць раскрываць некаторыя 
нявызначанасці пры вылічэнні лімітаў 
функцый. Зараз можна працягнуць вывучэнне 
дастасаванняў дыферэнцыяль-нага злічэння і 
пазнаеміцца з умовамі сталасці і манатоннасці 





























































ВЭ-2. Умовы сталасці і манатоннасці функцыі. 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 
вы павінны  
ведаць: 
•неабходную і дастатковую ўмову сталасці 
функцыі; 
• неабходную і дастатковую ўмовы 
манатоннасці функцыі;  
• дастатковую ўмову строгай манатоннасці 
функцыі на прамежку. 
 умець: 
• даказваць тэарэму – неабходную і 
дастатковую ўмову сталасці функцыі на 
пармежку; 
• фармуляваць тэарэму – неабходную і 
дастатковую ўмовы манатоннасці функцыі на 
прамежку; 
• даказваць тэарэму –дастатковую ўмову 
строгай манатоннасці функцыі на прамежку; 
• карыстацца умовамі сталасці і манатоннасці 
функцыі пры развязанні задач. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-2: 
1.Неабходная і дастатковая ўмова сталасці 
функцыі. 
2. Неабходная і дастатковая ўмова 
манатоннасці функцыі на прамежку. 
Мэтазгодна звярнуцца да  ВЭ-0 і 




















Карыстайцеся для гэтага  
матэрыялы, прыведзеныя ў §11 












Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
3. Дастатковая ўмова строгай манатоннасці 
функцыі на прамежку. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Умець фармуляваць неабходную і 
дастатковую ўмову сталасці функцыі. 
2. Умець даказваць неабходную і дастатковую 
ўмову сталасці функцыі. 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1.Умець фармуляваць неабходную і 
дастатковую ўмову манатоннасці функцыі на 
прамежку. 
 
Парадак вывучэння трэцяга пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Умець фармуляваць дастатковую ўмову 
манатоннасці функцыі на прамежку. 
2.Умець даказваць дастатковую ўмовы 
манатоннасці функцыі на прамежку. 
 
Самакантроль па ВЭ-2: 
1. Сфармулюйце і дакажыце неабходную і 
дастатковую ўмову сталасці функцыі на 
прамежку. 
2. Сфармулюйце неабходную і дастатковую 
ўмовы манатоннасці функцыі на прамежку. 
3. Сфармулюйце дастатковую ўмову строгай 
манатоннасці функцыі на прамежку. 






= ; б) xxxf sin)( += ; в) xexxf −= 2)(  








Нагадайце тэарэму Лагранжа з 
модуля №6, якая спатрэбіцца пры 








Нагадайце тэарэму Лагранжа з 
модуля №6, якая спатрэбіцца пры 





Карыстайцеся для гэтага  
матэрыялы, прыведзеныя ў §11 







1. Знайдзіце абсяг вызначэння 
функцыі. 
2. Знайдзіце вытворную функцыі. 
3. Знайдзіце пункты, у якіх 
вытворная роўна нулю. Гэтыя 
пункты дзеляць абсяг вызначэння 
на прамежкі. 
4. Вызначыце знак вытворнай на 
кожным з атрыманых прамежкаў. 
Калі вытворная больш ці роўна 



























arccosarcsin ≤≤−=+ xxx π ; 


















xx , 0>x ; 
б) 0 xкалі ,1 ≠+> xe x ; 
в) ( ) 0 xкалі ,1ln
2
2
>+<− xxx . 
г) /2x0  калі  ,
2
3
π<<<+ tgxxx . 
 
У гэтым вучэбным элеменце былі вывучаны 
ўмовы сталасці і манатоннасці функцыі. Зараз 
можна перайсці да вывучэння паняцця 
экстрэмуму функцыі. Гэта пытанне асвятляе 
ВЭ-3. 
неспадальнай калі вытворная 
менш ці роўна нулю, то функцыя 
з’яўляецца ненарастальнай. 
Пры доказе тоеснасцей 
карыстайцеся неабходнай і 
дастатковай ўмовай сталасці 
функцыі. Для гэтага разгледзьце 
дапаможную функцыю 
(перанясіце ўлева ці ўправа 
выразы тоеснасці) і дакажыце яе 
сталасць. 
 
Пры доказе няроўнасцей 
карыстайцеся наступнае правіла: 
1. Складзіце дапаможную 
функцыю. Для гэтага перанясіце 
ўлева ці ўправа выразы, якія 
складаюць няроўнасць. 
2. Знайдзіце абсяг вызначэння 
функцыі, яе вытворную і 
прамежак з абсяга вызначэння, на 
якім разглядаецца няроўнасць. 
3. Высветліце знак вытворнай на 
прамежку і скарыстайцеся  
ўласцівасцю манатоннай 
функцыі: калі функцыя нарастае, 
то  найбольшае значэнне яна 
прымае ў правым канцы 
прамежку, а найменшае – у 
левым. Аналагічныя разважанні 
справядлівы для спадальнай 
функцыі. 
4. Зрабіце выснову.  
ВЭ-3. Экстрэмумы. 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 
вы павінны  
ведаць: 
Мэтазгодна звярнуцца да  ВЭ-0 і 












Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
 •азначэнні пунктаў лакальнага максімуму, 
лакальнага  мінімуму, строгага лакальнага 
максімуму, строгага лакальнага  мінімуму , 
лакальнага экстрэмуму, строгага лакальнага 
экстрэмуму функцыі; 
•азначэнне абсалютнага экстрэмуму; 
•неабходную ўмову экстрэмуму; 
•дзьве дастатковыя ўмовы экстрэмуму 
функцыі; 
•азначэнні крытычных і стацыянарных пунктаў; 
умець: 
•даказваць  неабходную ўмову экстрэмуму; 
• даказваць першую дастатковую ўмову 
экстрэмуму; 
•даказваць другую дастатковую ўмову 
экстрэмуму; 
•даказваць тэарэму аб існаванні найбольшага і 
найменшага значэнняў функцыі непарыўнай на 
прамежку. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-2: 
1. Азначэнні пунктаў лакальнага максімуму, 
лакальнага  мінмуму, строгага лакальнага 
максімуму, строгага лакальнага  мінмуму , 
лакальнага экстрэмуму, строгага лакальнага 
экстрэмуму функцыі. 
2. Неабходная ўмова экстрэмуму функцыі. 
3. Першая дастатковая ўмова экстрэмуму 
функцыі. 
4. Другая дастатковая ўмова экстрэмуму 
функцыі. 
5. Азначэнне абсалютнага экстрэмуму 
(найбольшага і найменшага значэнняў функцыі 
на прамежку). 
6. Тэарэма аб існаванні найбольшага і 
найменшага значэнняў функцыі непарыўнай на 
прамежку. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 

















Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1, 5–на рэпрадукцыйным ўзроўні  































Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
максімуму, лакальнага мінмуму, строгага 
лакальнага максімуму, строгага лакальнага  
мінмуму , лакальнага экстрэмуму, строгага 
лакальнага экстрэмуму функцыі. 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1.Умець фармуляваць неабходную ўмову 
экстрэмуму функцыі. 
2. Умець даказваць неабходную ўмову 
экстрэмуму функцыі. 
3. Ведаць азначэнне крытычных пунктаў I 
роду? 
5. Ведаць азначэнне стацыянарных пунктаў? 
Парадак вывучэння трэцяга пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Умець фармуляваць першую дастатковую 
ўмову экстрэмуму функцыі. 
2. Умець даказваць першую дастатковую ўмову 
экстрэмуму функцыі. 
Парадак вывучэння чацвёртага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1.Умець фармуляваць другую дастатковую 
ўмову экстрэмуму функцыі. 
2. Умець даказваць другую дастатковую ўмову 
экстрэмуму функцыі. 
 
Парадак вывучэння пятага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць азначэнні пунктаў абсалютнага 
экстрэмуму. 
Парадак вывучэння шостага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Умець фармуляваць тэарэму аб існаванні 
найбольшага і найменшага значэнняў функцыі 
непарыўнай на прамежку. 
 
 
Звярніце ўвагу на тое, што 
дадзена ў тэарэме і што патрэбна 
даказаць. Пры доказе 
карыстайцеся тэарэмай Ферма, 
якую вывучалі ў модулі №6. 
 
Нагадайце дастатковую ўмову 




Нагадацце азначэнні першай і 
другой вытворнай функцыі ў 





Звярніцеся да п.2 § 12. Звярніце 
ўвагу, што калі функцыя f 
непарыўная на [a, b], то згодна з 
2-й тэарэмай Вейерштраса яна 
мае абсалютны min i max на 
гэтым адрэзку, якія знаходзяцца 







Нагадайце тэарэму Вейерштраса 
аб існаванні найменшага і 
найбольшага значэнняў 
непарыўнай функцыі на адрэзку. 
Скарыстайцеся падручнікамі 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
2. Умець даказваць тэарэму аб існаванні 
найбольшага і найменшага значэнняў функцыі 







Самакантроль па ВЭ-3: 
1. Дайце азначэнні пунктаў лакальнага 
максімуму, лакальнага  мінмуму, строгага 
лакальнага максімуму, строгага лакальнага  
мінмуму , лакальнага экстрэмуму, строгага 
лакальнага экстрэмуму функцыі.  
2. Сфармулюйце і дакажыце неабходную ўмову 
экстрэмуму функцыі. 
3. Сярод якіх пунктаў трэба шукаць пункты 
экстрэмуму? Чаму? 
4. Якія пункты называюцца крытычнымі 
пунктамі I роду? 
5. Якія пункты называюцца стацыянарнымі 
пунктамі? 
6. Сфармулюйце і дакажыце першую 
дастатковую ўмову экстрэмуму функцыі. 
7. Даследуйце на экстрэмум функцыі 
а) 71862 23 +−−= xxxy ; б) 3 22 )1()5( +−= xxy ; 








8. Сфармулюйце і дакажыце другую 
дастатковую ўмову экстрэмуму функцыі. 
9. Даследуйце на экстрэмум функцыю пры 
дапамозе другой дастатковай ўмовы: 
функцыя непарыўна на 
прамежку, які не з’яўляецца 
адрэзкам, то яна не абавязкова 
мае на ім найбольшае і 
найменшае значэнні. Напрыклад,  
функцыя xy /1=  непарыўная на 
інтэрвале ( )1;0 , але не мае на ім 
















Даследуйце па схеме: 
1. Знайдзіце вытворную ( )xfy ′=′ . 
2. Знайдзіце крытычныя пунк-ты 
функцыі. 
3. Даследуйце знак вытворнай 
злева і справа ад кожнага 
крытычнага пункта і зрабіце 
вывад аб існаванні экстрэмуму. 
4. Знайдзіце экстрэмумы. 
Падчас даследавання звярніце 




Падчас даследавання звярніце 












Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
а) 601883 234 +−+= xxxy ;б) arctgxxy 5ln2 −= ; 
в) 51232 23 +−+= xxxy . 
10. Дайце азначэнне абсалютнага экстрэмуму 
(найбольшага, найменшага значэнняў 
функцыі). 
11.Знайсці найбольшае і найменшае значэнні 
функцыі на прамежку, калі яны існуюць: 







;0 π ; 







;1 π ; 























12. Перыметр роўнабедранага трохвугольніка 
роўны 2р. Якімі павінны быць яго бакі, каб 
аб’ём цела, утворанага вярчэннем гэтага 









У гэтым вучэбным элеменце вы пазнаеміліся з 
экстрэмумамі функцый і ўмовамі іх існавання, 
што дае магчымасць даследаваць функцыі і 





Прыклад: Знайсці найбольшае і 
найменшае значэнні функцыі 
562 +−= xxy  на ( )2;1 . 
Развязанне. 
Знойдзем вытворную 62 −=′ xy . 
Знойдзем крытычныя пункты: 
0=′y ⇔ 3=x . Так як 02 >=′′y , то 
ў пункце 3=x  функцыя мае 
мінімум, прычым 4)3( −=y . 
Паколькі гэты экстрэмум адзіны 
на ( )2;1 , то згодна з тэарэмай 4 § 
12, ён будзе з’яўляцца 
найменьшым значэннем функцыі 
на ( )2;1 . Найбольшага значэння не 
існуе. 
 
Пры развязанні звярніце ўвагу на 
задачу, якая разглядалася ў § 12 
пункт 2. Прытрымлівайцеся 
наступнай схемы: 
1. Высветліце з умовы задачы, 
якую функцыю будзеце 
даследаваць на абсалютны 
экстрэмум. 
2. Складзіце гэтую функцыю і 
вызначце прамежак, на якім яна 
разглядаецца. 
3. Даследуйце функцыю  на 
экстрэмум на адзначаным 
прамежку.  
4. Зрабіце вывад на падставе 
тэарэмы 4 § 12. 
ВЭ-4. Выпукласць і перагібы. 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага 
элемента вы павінны  
ведаць: 
 •азначэнні пунктаў выпукласці функцыі ўніз 
(уверх), азначэнні функцыі выпуклай уніз 
(уверх) на прамежку, азначэнне пунктаў 
перагібу функцыі; 
•дастатковую ўмову выпукласці функцыі; 
•неабходную ўмову перагібу функцыі; 
• дастатковую ўмову перагібу функцыі; 
умець: 
•даказваць дастатковую ўмову выпукласці 
функцыі; 
• даказваць неабходную ўмову перагібу 
функцыі; 
•даказваць дастатковую ўмову перагібу 
функцыі; 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-2: 
1. Азначэнні пунктаў выпукласці функцыі ўніз 
(уверх), азначэнні функцыі выпуклай уніз 
(уверх) на прамежку, азначэнне пунктаў 
перагібу функцыі. 
2. Дастатковая ўмова выпукласці функцыі 
3. Неабходная ўмова перагібу функцыі; 
4. Дастатковая ўмова перагібу функцыі; 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1.Ведаць азначэнні пунктаў выпукласці 
функцыі ўніз (уверх). 
2. Ведаць азначэнні функцыі выпуклай 
уніз(уверх) на прамежку. 
3. Ведаць азначэнне пунктаў перагібу 
функцыі. 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Умець фармуляваць дастатковую ўмову 
выпукласці функцыі. 
2. Умець даказваць дастатковую ўмову 
 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 
















Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1– на рэпрадукцыйным ўзроўні , 













Звярніце ўвагу на тое, што 
дадзена ў тэарэме і што патрэбна 
даказаць. 
Нагадайце тэарэму Лагранжа з 
модуля №6, якая спатрэбіцца пры 





















Парадак вывучэння трэцяга пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Умець фармуляваць неабходную ўмову 
перагібу функцыі. 
2. Умець даказваць неабходную ўмову 
перагібу функцыі. 
Парадак вывучэння чацвёртага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Умець фармуляваць дастатковую ўмову 
перагібу функцыі. 
2. Умець даказваць дастатковую ўмову 
перагібу функцыі. 
Самакантроль па ВЭ-4: 
1. Дайце азначэнні пунктаў выпукласці 
функцыі ўніз (уверх), азначэнні функцыі 
выпуклай уніз (уверх) на прамежку, азначэнне 
пунктаў перагібу функцыі. 
 2. Сфармулюйце і дакажыце дастатковую 
ўмову выпукласці функцыі. 
3. Які пункт называецца крытычным пунктам 
II роду? 
4. Сфармулюйце і дакажыце неабходную 
ўмову перагібу  
5. Сярод якіх пунктаў трэба шукаць пункты 
перагібу? 
6. Ці кожны крытычны пункт II роду будзе 
з’яўляцца пунктам пергібу? Прывядзіце 
прыклады. 
7. Сфармулюйце і дакажыце дастатковую 
карыстайцеся тэарэмай аб 
захаванні знака функцыі: калі 
функцыя f  у пункце 0x  мае 
дадатны (адмоўны) ліміт, то 
існуе такое наваколле пункта 0x , 
што вобраз ўсіх пунктаў  з гэтага 
наваколля, мае толькі дадатныя 
(адмоўныя) значэнні. 
 
Звярніце ўвагу на тое, што 
дадзена ў тэарэме і што патрэбна 
даказаць. 
Нагадайце тэарэму Лагранжа з 
модуля № 6, якая спатрэбіцца 
пры доказе тэарэмы.  
 
 
Звярніце ўвагу на тое, што 
дадзена ў тэарэме і што патрэбна 
даказаць. 
 
Нагадайце тэарэму Лагранжа з 
модуля №6, якая спатрэбіцца пры 
доказе тэарэмы.  
 
Зыходзячы з неабходнай умовы 
перагібу і дастатковай умовы 
перагібу можна даць наступную 
схему даследвання функцыі на 
выпугласць і існаванне пунктаў 
перагібу: 
1. Знайдзіце другую вытворную 
функцыі. 
2. Знайдзіце крытычныя пункты 
другога роду. 
3. Даследуйце знак другой 
вытворнай злева і справа ад 
знойдзеных пунктаў і зрабіце 
вывад аб інтэрвалах выпукласці і 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
ўмову перагібу. 
8. Сфармулюйце правіла знаходжаннеу 
пунктаў перагібу. 
9. Знайсці пункты перагібу і інтэрвалы 
выпукласці функцый: 
а) 43 24 xxy −= ; б) )1ln( 2xy += ; 
в) )5(
6





г) 3 2 2xxy −= ; д) arctgxxy )1( += ; 

















У гэтым вучэбным элеменце вы пазнаеміліся з 
паняццямі выпукласці і перагібу функцыі і 
ўмовамі іх існавання, што дае магчымасць 
надалей карыстацца гэтыя паняцці для больш 
дакладнага даследвання функцый і пабудовы іх 
графікаў. Зараз можна перайсці да вывучэння 
формулы Тэйлара, якой карыстаюцца пры 
знаходжанні прыблізных значэнняў функцыі з 
адвольнай наперад зададзенай дакладнасцю. 
Гэта пытанне асвятляе ВЭ-5. 
4. Знайдзіце значэнні функцыі ў 
пунктах перагібу. 
 
Прыклад. Знайсці пункты 
перагібу і інтэрвалы выпукласці 
функцыі 
122418 234 −+−+= xxxxy . 
Знаходзім абсяг вызначэння 
RyD =)(  і вытворныя 
243634 23 +−+=′ xxxy , 
)3
2
(12 2 −+=′′ xxy , 
адкуль 0=′′y ,  калі 
2
3,2 21 =−= xx . 
Няцяжка перака-нацца, што 0>′′y  







3 , а 








Значыць функцыя выпуклая 







3;2  і 
выпуклая ўніз на інтэрвалах 







3 . Паколькі 
пераходзячы праз пункты 
2
3,2 21 =−= xx  другая вытворная 
мяняе свой знак, то пункты 









3  з’яўляюцца 
пунктамі перагібу. 
ВЭ-5. Формула Тэйлара 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага 
элемента вы павінны  
ведаць: 
•формулу Тэйлара для палінома Рn(х); формулу 
Тэйлара функцыі f у наваколлі пункта a ;  
 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 
нагадаць ключавую праблему 
модуля. 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
•тэарэму аб існаванні астачы формулы 
Тэйлара; 
• розныя формы астачы формулы Тэйлара; 
•формулу Маклорэна функцыі f ; 
•расклады функцый xe , xsin , xcos , )1ln( x+  
па формуле Маклорэна; 
•біном Ньютана; 
 умець: 
•атрымоўваць формулу Тэйлара для палінома 
Рn(х); 
•атрымоўваць формулу Тэйлара функцыі f у 
наваколлі пункта a ; 
•даказваць тэарэму аб існаванні астачы 
формулы Тэйлара; 
•атрымоўваць астачу формулы Тэйлара ў 
форме Лагранжа і ў форме Кашы; 
• атрымоўваць ацэнку астачы ў формуле 
Маклорэна; 
• раскладаць функцыі xe , xsin , xcos , )1ln( x+ па 
формуле Маклорэна; 
•атрымоўваць біном Ньютана; 
•знаходзіць з дапамогай формулы Тэйлара 
прыблізныя значэнні функцыі з наперад 
зададзенай дакладнасцю. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-5: 
1. Формула Тэйлара для палінома Рn(х). 
2. Формула Тэйлара функцыі f у наваколлі 
пункта a . 
3. Тэарэма аб існаванні астачы формулы 
Тэйлара. 
4. Астача формулы Тэйлара ў форме Лагранжа 
і Кашы. 
5. Ацэнка астачы ў формуле Маклорэна. 
6.Формула Маклорэна для функцый xe , xsin , 
xcos , )1ln( x+ . 
7. Біном Ньютана. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
англійскі матэматык, імем якога 
























Пры вывучэнні пытанняў ВЭ-5 
трэба ведать паняцці вытворных 
вышэйшага парадку і тэхніку іх 
вылічэння.  
 
Звярніце ўвагу, што формула 
Тэйлара функцыі f  у наваколлі 
пункта a  мае кошт, калі 
з'яўляецца магчымасць ацаніць 
або знайсці яўна выраз для 
астачы Rn(x;f) формулы. 
 
Звярніце ўвагу на тое, што 
дадзена ў тэарэме і што патрэбна 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
1. Ведаць формулу Тэйлара для палінома Рn(х). 
2. Умець атрымоўваць формулу Тэйлара для 
палінома Рn(х). 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць формулу Тэйлара функцыі f  у 
наваколлі пункта a . 
2. Умець атрымоўваць формулу Тэйлара 
функцыі f  у наваколлі пункта a . 
Парадак вывучэння трэцяга пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Умець фармуляваць тэарэму аб існаванні 
астачы формулы Тэйлара. 
2. Умець даказваць тэарэму аб існаванні 
астачы формулы Тэйлара. 
Парадак вывучэння чацвёртага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведать формулу астачы шэрага Тэйлара ў 
форме Лагранжа. 
2. Ведаць формулу астачы формулы Тэйлара ў 
форме Кашы. 
3. Умець выводзіць формулу астачы формулы 
Тэйлара ў форме Лагранжа. 
4. Умець выводзіць формулу астачы формулы 
Тэйлара ў форме Кашы. 
Парадак вывучэння пятага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць формулу Маклорэна. 
2. Умець ацэньваць астачу формулы 
Маклорэна. 
Парадак вывучэння шостага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Умець атрымоўваць формулу Маклорэна для 
функцыі xe . 



















































Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
функцыі xsin . 
3 Умець атрымоўваць формулу Маклорэна для 
функцыі xcos . 
4. Умець атрымоўваць формулу Маклорэна для 
функцыі )1ln( x+ . 
 
Парадак вывучэння семага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць біном Ньютана. 
2. Умець атрымоўваць біном Ньютана. 
Самакантроль па ВЭ-5: 
1. Выведзіце формулу Тэйлара для 
мнагасклада Рn(х). 
2. Выведзіце формулу Тэйлара функцыі f у 
наваколлі пункта a . 
3. Что такое набліжэнне да функцыі f ? 
4. Что называецца n-ай астачай формулы 
Тэйлара, або n-м рэшткавым складнікам 
формулы Тэйлара? 
5. Сфармулюйце і дакажыце тэарэму аб 
існаванні астачы формулы Тэйлара. 
6. Атрымайце астачу формулы Тэйлара ў 
форме Лагранжа і Кашы. Сфармулюйце 
адпаведную тэарэму. 
7. Якая формула называецца формулай 
Маклорэна? 
8. Ацаніце астачу формулы Маклорэна для 
адвольнай функцыі f . Прывядзіце прыклады. 
9. Выведзіце формулу Маклорэна для функцый 
xe , xsin , xcos , )1ln( x+ . 
10. Атрымайце біном Ньютана. 
11. Паказаць формулай Маклорэна функцыі 
а) xxexf 2)( = ; б) xxf 3cos)( = . 




з дакладнасцю 0,0001. 
13. Вылічыце 10cos  з  дакладнасцю да 0,0001. 
 

































































Разгледзьце прыклады 3 і 4 на 
выкарыстоўванне формулы 













Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
формулай Тэйлара для палінома і для 
адвольнай функцыі. Разгледзелі расклады 
некаторых элементарных функцый па 
формуле Маклорэна. 
ВЭ-Р. Абагульненне. 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Мэта ВЭ-Р: абагульніце найбольш значныя 
веды па модулі.  
Для гэтага адкажыце на наступныя пытанні: 
1. Сфармулюйце тэарэмы Лапіталя-Бярнулі. 
2. Сфармулюйце неабходную і дастатковую 
ўмову сталасці функцыі на прамежку, 
неабходную і дастатковую ўмову строгай 
манатоннасці функцыі на прамежку і  
неабходную і дастатковую ўмову манатоннасці 
функцыі на прамежку. 
3. Дайце азначэнні пунктаў лакальнага 
максімуму, лакальнага  мінмуму, строгага 
лакальнага максімуму, строгага лакальнага  
мінмуму , лакальнага экстрэмуму, строгага 
лакальнага экстрэмуму функцыі, азначэнне 
абсалютнага экстрэмуму. 
4. Сфармулюйце неабходную ўмову 
экстрэмуму і дзве дастатковая ўмовы 
экстрэмуму функцыі. 
5. Дайце азначэнні пунктаў выпукласці 
функцыі ўніз (уверх), азначэнні функцыі 
выпуклай уніз (уверх) на прамежку, азначэнне 
пунктаў перагібу функцыі. 
6. Сфармулюйце дастатковую ўмову 
выпукласці функцыі, неабходную ўмову 
перагібу функцыі, дастатковую ўмову перагібу 
функцыі. 
7. Запішыце формулу Тэйлара для палінома 
Рn(х) і формулу Тэйлара функцыі f у наваколлі 
пункта a . 
8. Запішыце формулу Тэйлара функцыі f у 
наваколлі пункта a  з астачай у форме 
Лагранжа і ў форме Кашы. 
 
Для адказу на пытанні 
карыстайцеся вашымі ведамі, 
якія вы атрымалі, калі вывучалі 









































Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Паняцце вытворнай можна карыстацца для 
вылічэння лімітаў функцый. Асноўнае правіла 
раскрыцця нявызначанасцей сфармулявана ў 
выглядзе тэарэм і называецца “Правіла 
Лапіталя-Бярнулі”. На падставе вывучэння і 
доказу правіла Лапіталя-Бярнулі даецца 















∞ , ( )∞−∞ , ( )∞⋅0 , ( ) ( ) ( )00 ,0,1 ∞∞  










Пасля вывучэння вучэбных элементаў 2-4 
можна карыстацца паняцці манатоннасці, 
сталасці, экстрэмуму, перагібу , выпукласці 
для даследавання функцый і пабудовы іх 
графікаў. Абагульненне па гэтай тэме зроблена 

























































трымлівайцеся наступнай схемы: 
1. Высвятліць выгляд 
нявызначанасці. 















∞ ,   
3. Звесці нявызначанасці ( )∞−∞ , 















∞ .  
Уважліва прачытайце § 14-15 
канспекта лекцый. Разгледзьце 
прыклады 1 і 2 § 14. Пры 
даследаванні функцый і пабудо-
ве графікаў трэба 
прытрымлівацца наступнай 
схемы: 
1. Знайдзіце абсяг вызначэння 
функцыі. 
2. Даследуйце функцыю на 
цотнасць (няцотнасць), 
перыядычнасць. 
3. Знайдзіце пункты перасеку з 
восямі каардынатаў. 
 4. Даследуйце функцыю на 
непарыўнасць.  
5. Знайдзіце асімптоты: 
вертыкальныя, нахільныя або 
гарызантальныя. 
















ВЫСНОВА: (n + 1) разоў дыферэнцавальныя 
на адрэзку І функцыі выяўляюцца формуламі 
Тэйлара і Маклорэна, што дае магчымасць 
развязваць розныя матэматычныя задачы, 
напрыклад, знаходзіць набліжаныя значэнні 
функцый. 
 
Пасля паўтарэння асноўных тэзісаў 
матэрыялу патрэбна перайсці да выніковага 
кантролю.  
тоннасці і пункты экстрэмуму. 
7. Знайдзіце прамежкі вы-
пукласці ўверх (уніз), пункты 
перагібу. 
8. Пабудуйце графік функцыі. 
  
ВЭ-К. Выніковы кантроль па модулі. 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння модуля вы павінны: 
• Ведаць і прымяняць правіла Лапіталя-Бярнулі. 
• Умець даследаваць функцыі і будаваць іх 
графікі. 
• Ведаць формулы Тэйлара и Маклорэна для n+1 
разоў дыферэнцавальнай на адрэзку функцыі і 
раскладаць некаторыя элементарныя функцыі 
па формуле Маклорэна. 
 Калі вы ўпэўнены ў сваіх ведах і навыках, 
то выканайце выніковы тэст. 
1. Сфармулюйце і дакажыце правіла Лапіталя 







0  , калі 
ax → . 









































д) ( )( )axax ee
x
−→ ln























Паўтарыце вучэбны матэрыял 
дадзенага модуля па канспекце 
лекцый, або па аднаму з 
падручнікаў. Асаблівую ўвагу 




































3. Дайце азначэнне лакальнага экстрэмуму 
функцыі. 
4. Сфармулюйце тэарэму, якая выражае  
а) неабходную ўмову экстрэмуму; 
б) дастатковыя ўмовы экстрэмуму. 
5. Дайце азначэнне выпуклай уверх (уніз) 
функцыі. 
6. Дайце азначэнне пункта перагібу графіка 
функцыі. 
7. Сфармулюйце неабходную ўмову перагібу 
графіка функцыі. Пакажыце на прыкладзе, што 
гэта ўмова не з’яўляецца дастатковай. 
8. Сфармулюйце дастатковую ўмову перагібу 
графіка функцыі. 
9. Знайдзіце прамежкі манатоннасці функцый: 
а) xxy cos+= ; б) xexy 2= ; в) )1ln( xxy +−= . 










xxy ; б) xey x sin= . 













12. Даследуйце функцыі і пабудуйце іх графікі 
а) 23 3xxy −= ; б) 
x





= ;  







xy ;  
е) ( )54ln 2 +−−= xxy  
 
13. Сярод усіх раўнабедраных трохвугольнікаў, 
упісаных у дадзены круг, знайдзіце 
трохвугольнік з найбольшым перыметрам. 
14. Вызначыце памеры зачыненай скрынкі 
аб’ему V  з квадратнай асновай, на выраб якой  
выдаткоўваецца найбольшая колькасць 
матэрыялу. 

































Адказы на тэст глядзі на 
старонках 185 – 186. 
Папрацуйце над памылкамі, 
якія былі зроблены падчас 
развязання тэставых заданняў. 













Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
формулай Маклорэна для  вылічэння : 
а) 10cos  з дакладнасцю 0,001; 
б) 20sin  з дакладнасцю 0, 00001. 
16. Запісаць формулу Маклорэна для функцый: 







3ln ; в) xxy 22 cossin= . 
 Калі вы не выканалі 
выніковы тэст (зрабілі пяць і 
болей памылак), то трэба зноў 
вярнуцца да вывучэння 
дадзенага модуля. 
МОДУЛЬ 7. Дыферэнцавальнасць функцый, зададзеных 
параметрычна 
Уваход у модуль 
 Вучэбны тэкст  Кіраўніцтва да вывучэння 
Для вывучэння дадзенага модуля неабходна 
выканаць наступныя заданні і адказаць на 
пытанні: 
1. Дайце азначэнні функцыі, яе абсягу вызначэнн  
і абсягу значэнняў. 
2. Пералічыце спосабы задання функцыі. 
3. Дайце азначэнне графіка функцыі. 
4. Дайце азначэнне вытворнай функцыі ў пункце. 
3. Дайце азначэнні дыферэнцавальнай у пункце і 
на мностве функцый. 
4. Сфармулюйце тэарэму аб існаванні 
адваротнай функцыі. 
5. Сфармулюйце тэарэму аб дыферэнцавальнасці 
складанай функцыі. 
6. Сфармулюйце тэарэму аб дыферэнцавальнасці 
адваротнай функцыі. 
7. У чым заключаецца геаметрычны сэнс 
вытворнай?  
8. У чым заключаецца фізічны сэнс вытворнай? 
 
 Калі вы справіліся з гэтымі заданнямі, то 
можна пераходзіць да вывучэння модуля. 
 Калі заданні выклікалі ў вас пэўныя 
цяжкасці, то неабходна пракансультавацца ў 
выкладчыка і паўтарыць матэрыял блока 1 
“Уводзіны ў аналіз”, і модуляў “Вытворная і 
дыферэнцавальнасць сапраўднай функцыі адной 
сапраўднай зменнай”, “Асноўныя тэарэмы 
дыферэнцыяльнага злічэння сапраўднай функцыі 
адной сапраўднай зменнай”, разглядаемага 
Для вывучэння дадзенага 
модуля з папярэдняга 
матэрыялу неабходна: 
1. Ведаць азначэнні: функцыі, 
абсяг вызначэння, абсяг 
значэнняў функцыі, графік 
функцыі, вытворнай функцыі ў 
пункце (модуль 1 і матэрыял 
блока 1). 
2. Ведаць геаметрычны і 
фізічны сэнс вытворнай (модуль 
1). 
3. Ведаць табліцу вытворных 
(модуль 2). 
5. Валодаць правіламі вылічэння 
вытворных (модуль 2). 














ВЭ-0. Уводзіны ў блок 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Спачатку пазнаёмцеся з наступнай інфармацыяй 
аб модулі ўвогуле. 
Да гэтага мы разглядалі функцыі, якія былі 
зададзены ў яўным выглядзе формулай y= f(x). 
Акрамя таго існуюць іншыя выгляды 
аналітычнага ўяўлення функцый: няяўны і 
параметрычны. У некаторых выпадках можна без 
цяжкасцей пераходзіць ад аднаго выгляду 
ўяўлення функцыі да другога, але гэты пераход 
магчымы далёка не заўсёды. Таму ўзнікае 
неабходнасць распаўсюджання разгледжаных 
раней паняццяў дыферэнцавальнага злічэння на 
функцыі зададзеныя няяўна і параметрычна. Пры 
вывучэнні дадзенага модуля будуць уведзены 
паняцці “непарыўнай жарданавай крывой”, 
“вектарназначнай функцыі” і “функцыі 
зададзенай параметрычна”.  
 Месца і значэнне модуля 
“Дыферэнцавальнасць функцый, зададзеных 
параметрычна” у сістэме курса. 
Матэрыял модуля дазваляе авалодаць тэхнікай 
знаходжаннеу вытворных функцый, зададзеных 
параметрычна, фармуе паняцці жарданавай 
крывой, вектарназначнай функцыі, якія далей 
шырока ўжываюцца ў курсе матэматычнага 
аналізу, а таксама ў курсе фізікі, астраноміі і 
іншых раздзелах прыродазнаўства. 
 Мэта вывучэння модуля. 
Усвядоміць паняцці вектарназначнай функцыі, 
непарыўнай жарданавай крывой, функцыі, 
зададзенай параметрычна; 
Умець выводзіць формулу для вылічэння 
вытворнай функцыі, зададзенай параметрычна; 
 Валодаць навыкамі вылічэння вытворных 
адвольнага парадку функцый, зададзеных 
параметрычна; 
Умець знаходзіць раўнанні датычнай і нармалі 




функцый, для якіх ужываюцца 
свае метады дыферэнцавання. 
Гэтыя функцыі займаюць 
значнае месца ў матэматычным 
аналізе і іншых раздзелах 
прыродазнаўства (геаметрыі, 
фізікі, астраноміі і іншых).  
Гэта паняцце цесна звязана з 
паняццямі плоскай крывой і 
вектар-функцыі, якімі карыс-



































Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
крывой. 
 Змястоўная структура модуля. 
Гл. графічную схему: 
 
Назвы вучэбных элементаў 
ВЭ-0. Уводзіны. 
ВЭ-1. Вектарназначная функцыя. 
ВЭ-2. Паняцце плоскай жарданавай крывой. 
ВЭ-3. Дыферэнцаванне функцый, зададзеных 
параметрычна. 
ВЭ-Р. Абагульненне. 
ВЭ-К. Выніковы кантроль па модулі. 
 Аб змесце тэмы модуля. 
Ключавая праблема:  
увесці паняцці вектарназначнай функцыі, 
непарыўнай жарданавай крывой, функцыі, 
зададзенай параметрычна, вывесці формулу для 
вылічэння вытворнай функцыі, зададзенай 
параметрычна, навучыцца лічыць вытворныя 
адвольных парадкаў функцый, зададзеных 
параметрычна і знаходзіць ў дадзеным пункце 
параметрычна зададзенай крывой раўнанні 
датычнай і нармалі. 
Вядучая ідэя:  
функцыі, зададзеныя параметрычна, з’яўляюцца 
асаблівым тыпам лікавых функцый, таму 
формула для вылічэння вытворнай у пункце 
такой функцыі адрозніваецца ад раней 
разгледжанай. Яе вывад абапіраецца на раней 
даказаныя тэарэмы аб дыферэнцавальнасці 
складанай і адваротнай функцыі. 
Асноўныя паняцці: вектарназначная функцыя, яе 
непарыўнасць і дыферэнцавальнасць, 




Схема ілюструе склад модуля з 
ВЭ. Звярніце ўвагу на назвы ВЭ 
і паслядоўнасць іх пералічэння 
– гэта парадак, у адпаведнасці з 





































Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
зададзеная параметрычна, яе 
дыферэнцавальнасць. 
 
Колькасць гадзін на вывучэнне модуля: 
Пры поўным самастойным вывучэнні–4 гадзіны. 
Пры частковым самастойным вывучэнні–2 
гадзіны. 
ВЭ-1. Вектарназначная функцыя 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 
вы павінны  
ведаць: 
азначэнні вектарназначнай функцыі, кампанентаў 
вектарназначнай функцыі, непарыўнай у пункце 
(на мностве) вектарназначнай функцыі, 
дыферэнцавальнай у пункце (на мностве) 
вектарназначнай функцыі; 
умець: 
прыводзіць прыклады вектарназначных 
функцый, знаходзіць іх абсяг вызначэння; 
даследаваць на непарыўнасць у пункце (на 
мностве) вектарназначную функцыю; 
лічыць вытворную вектарназначнай функцыі. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-1: 
1. Азначэнні вектарназначнай функцыі, 
кампанент вектарназначнай функцыі, 
непарыўнай у пункце (на мностве) 
вектарназначнай функцыі, дыферэнцавальнай у 
пункце (на мностве) вектарназначнай функцыі. 
2. Даследаванне на непарыўнасць і 
дыферэнцавальнасць вектарназначнай функцыі. 
 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць азначэнне вектарназначнай функцыі, як 
функцыі, якая кожнаму пункту t∈[α, β] 
(прамежку Х) ставіць ў адпаведнасць пункт (або 
радыус-вектар) плоскасці R2 з каардынатамі x і y, 
якія знаходзяцца па формулах x = ϕ (t), y = ψ(t). 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 
нагадаць ключавую праблему 
модуля. 
Для вывучэння гэтага ВЭ 












Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1–на рэпрадукцыйным ўзроўні; 






абазначаецца F(t) = (ϕ (t), ψ (t)); 















Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
2. Умець знаходзіць абсяг вызначэння 
вектарназначнай функцыі, калі ён не азначаны па 
ўмове. 
3. Ведаць, што вектаразначная функцыя 
непарыўная ў тых пунктах абсягу вызначэння, у 
якіх адначасова непарыўныя яе кампаненты ϕ (t), 
ψ(t). 
4. Ведаць, што вектаразначная функцыя 
дыферэнцавальная ў тых пунктах абсягу 
вызначэння, у якіх адначасова 
дыферэнцавальныя яе кампаненты ϕ (t), ψ(t). 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць, што пункты непарыўнасці і 
дыферэнцавальнасці вектарназначнай функцыі 
трэба шукаць сярод пунктаў абсягу вызначэння, у 
якіх адначасова непарыўныя 
(дыферэнцавальныя) яе кампаненты ϕ (t) і ψ(t). 
2. Умець даследаваць на непарыўнасць і 
дыферэнцавальнасць вектарназначную функцыю. 
Самакантроль па ВЭ-1: 
1. Дайце азначэнне вектаразначнай функцыі. Ад 
якога аргумента яна залежыць? Якія значэнні 
прымае? 
2. Дайце азначэнне непарыўнай у пункце (на 
мностве) вектаразначнай функцыі. 
3. Дайце азначэнне дыферэнцавальнай у пункце 
(на мностве) вектаразначнай функцыі. 










1;1)( 2 ; 










1;)( 2 . 
Дзе яны дыферэнцавальныя? 










1;arcsin)( 2 , t0=0; 
вектарназначнай функцыі  
F(t) = (ϕ (t), ψ (t)) ёсць перасек 
абсягаў вызначэнняў кампанент 
D(ϕ)∩D(ψ). 
Вытворная вектарназначнай 
функцыі F(t) у пункце t ёсць 
вектар, які абазначаецца F (t) і 
яго каардынаты знаxодзіцца па 
формуле  
F (t) = (ϕ '(t); ψ '(t)). 
 
Даследаванне на непарыўнасць 
(дыферэнцавальнасць) 
праводзіць па схеме: 
1. Знайдзіце мноства пунктаў 
непарыўнасці 
(дыферэнцавальнасці) 
кампанентаў ϕ (t) і ψ(t). 
2. Знайдзіце перасек атрыманых 
у пункце 1 мностваў. 
 
Звярніцеся да вучэбных мэтаў 
ВЭ-1 і супастаўце іх з вашымі  
ведамі і ўменнямі. Наколькі вы 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
б) ( )tettF 32 ;1)( −= , t0=1; 
в) ( )22;21)( 3 ttttF −⋅= , t0=1. 
 
У гэтым вучэбным элеменце былі засвоены 
паняцці вектаразначнай функцыі, яе 
непарыўнасць і дыферэнцавальнасць. Зараз 
можна перайсці да вывучэння наступнага 
паняцця − плоскай жарданавай крывой. Гэтае 
пытанне асвятляе ВЭ-2. 
ВЭ-2. Паняцце плоскай жарданавай крывой 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 
вы павінны  
ведаць: 
азначэнне плоскай жарданавай крывой; раўнанні 
акружнасці ў палярнай сістэме каардынат; 
раўнанні астроіды, цыклоіды, кардыёіды і як 
выглядаюць гэтыя крывыя; 
умець: 
даказваць, што графік адвольнай непарыўнай 
функцыі у=f(х), адвольная крывая ў палярнай 
сістэме каардынат r=f(ϕ) (дзе f – непарыўная 
функцыя) –жарданавыя  крывыя;  
задаваць жарданавыя крывыя рознымі спосабамі. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-2: 
1. Азначэнне непарыўнай плоскай жарданавай 
крывой. 
2. Розныя спосабы непарыўных жарданавых 
крывых. 
3. Прыклады жарданавых крывых. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць азначэнне плоскай жарданавай крывой, 
як мноства пунктаў (x, y) плоскасці, каардынаты 













t∈[α, β], дзе ϕ і ψ непарыўныя на гэтым адрэзку 
функцыі. 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 













Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1 і 3–на рэпрадукцыйным 
ўзроўні; 
2–на эўрыстычным узроўні. 
 
 
Калі ва ўмове не азначана 
мноства змянення параметра t, 
то яго знаходзяць як 
перасячэнне абсягаў 













Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
2. Умець прывесці прыклады жарданавых 
крывых. 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць, што жарданава крывая можа задавацца 












, але і 
іншымі спосабамі. 
2. Умець даказваць, што жарданавымі крывымі 
з’яўляюцца графік адвольнай непарыўнай 
функцыі у=f(х), адвольная крывая ў палярнай 
сістэме каардынат r=f(ϕ) (дзе f – непарыўная 
функцыя). 
Парадак вывучэння трэцяга пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Засвоіць параметрычныя раўнанні наступных 
крывых: цыклоіда, астроіда, кардыёіда. 
2. Умець будаваць цыклоіду, астроіду, кардыёіду. 
Самакантроль па ВЭ-2: 
1. Дайце азначэнне непарыўнай плоскай 
жарданавай крывой. 
2. Дакажыце, што графік адвольнай непарыўнай 
на [а, b] функцыі у=f(х) з’яўляецца жарданавай 
крывой. 
3. Дакажыце, што адвольная крывая ў палярнай 
сістэме каардынат r=f(ϕ) (дзе f – непарыўная на 
адрэзку [α, β] функцыя) –жарданава крывая.  
3. Знайдзіце параметрычныя раўнанні наступных 
функцый: 
а) tgxxf =)( ; 
б) xxf =)( ; 
в) r= R cos ϕ; 
г)  r=R;  
д) r=R sin ϕ. 
4. Знайдзіце раўнанні наступных крывых у 
прамавугольнай сістэме каардынат: 
раўнанні прамой, эліпса, 
акружнасці. 
 
Глядзі прыклад 1, 2 § 8 
канспекта лекцый. 
Для гэтага трэба выключыць з 





Глядзі прыклады 3, 4 § 8 
канспекта лекцый. Звярніце 
ўвагу на раўнанні акружнасці ў 
палярнай сістэме каардынат. 
Запомніце іх. 
 
Гэтыя крывыя будуць часта 
сустракацца падчас  развязання 
розных задач.  
Глядзі прыклады 6–8 § 8 
канспекта лекцый. 
 
Звярніцеся да вучэбных мэтаў 
ВЭ-2 і супастаўце іх з вашымі 


































 t∈ [0; 2π]; 
в) r= R cos ϕ; 
г) r=R;  
д) r=R sin ϕ. 
 
У гэтым вучэбным элеменце былі дадзены 
азначэнне плоскай жарданавай крывой, розныя 
спосабы яе задання. Зараз можна перайсці да 
вывучэння пытання аб дыферэнцавальнасці 
функцыі, зададзенай параметрычна, як 
прыватнага выпадку жарданавай крывой. Гэтае 
пытанне асвятляе ВЭ-3. 
ВЭ-3. Дыферэнцаванне функцый, зададзеных параметрычна 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння дадзенага вучэбнага элемента 
вы павінны  
ведаць: 
паняцце функцыі, зададзенай параметрычна; 
формулу для вылічэння вытворнай функцыі, 
зададзенай параметрычна; 
умець: 
выводзіць формулу для вылічэння вытворнай 
функцыі, зададзенай параметрычна; 
лічыць вытворныя адвольных парадкаў функцый, 
зададзеных параметрычна. 
Вузлавыя пытанні для вывучэння ВЭ-3: 
1. Паняцце функцыі, зададзенай параметрычна. 
2. Вывад формулы для вылічэння вытворнай 
функцыі, зададзенай параметрычна. 
3. Вылічэнне вытворных розных парадкаў 
функцый, зададзеных параметрычна. 
4. Развязанне розных задач з дапамогай 
дыферэнцыяльнага злічэння функцый (крывых) 
зададзеных параметрычна. 
Парадак вывучэння першага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
Мэтазгодна звярнуцца да ВЭ-0 і 











Пытанні вывучаюцца на 
наступных узроўнях: 
1 на рэпрадукцыйным узроўні; 

















Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
неабходна: 
1. Ведаць, што калі вядома залежнасць аргумента 
x і значэння функцыі у ад некаторай трэцяй  
дапаможнай зменнай t (параметра), то ў гэтым 













, t∈[α, β]. 
2. Умець па параметрычнаму раўнанню функцыі 
знаходзіць яўнае раўнанне функцыі. 
Парадак вывучэння другога пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць формулу для вылічэння вытворнай 
функцыі, зададзенай параметрычна. 
2. Умець выводзіць формулу для вылічэння 




Парадак вывучэння трэцяга пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць, што формулы для вылічэння 
вытворных адвольных парадкаў функцый, 
зададзеных параметрычна, атрымліваюцца 
аналагічна з вытворных папярэдняга парадку. 













Парадак вывучэння чацвёртага пытання: 
Усвядомце сутнасць пытання. Для гэтага 
неабходна: 
1. Ведаць, што для функцый, зададзеных 
параметрычна, можна развязваць шэраг задач, не 
пераходзячы да яўнага выгляду. 
2. Умець развязваць задачы на знаходжанне 
датычнай і нармалі ў дадзеным пункце 
параметрычна зададзенай крывой. 
 
Звярніце ўвагу на ўмовы, якім 
павінны задавальняць функцыі 




Адзначым, што пераход ад 
параметрычнага раўнання да 
яўнага часта даволі складаны і 
не заўсёды магчымы. 
 
Формула мае месца пры 
ўмовах, што функцыі ϕ і ψ 
дыферэнцавальныя на адрэзку 
[α, β] і ϕ '(t)≠0 ∀t∈[α,β]. Яна 
выводзіцца на падставе тэарэм 
аб вытворных складанай і 
адваротнай функцый (глядзі §5 
тэарэмы 1, 3 канспекта лекцый). 
 
Для знаходжаннеу вытворных 
вышэйшых парадкаў неабходна 
спачатку запісаць вытворную 
папярэдняга парадку ў 
параметрычным выглядзе. 
Звярніце ўвагу на тое, што пры 
гэтым у параметрычных 
раўнаннях зменная 
дыферэнцавання захоўваецца ў 
выглядзе х= φ(t). 
  
Усе раней атрыманыя формулы 
і тэарэмы, якія былі даказаны 
вышэй (глядзі модуль 1, ВЭ-3; 
модуль 6, ВЭ-2 – ВЭ-4) маюць 
месца і для функцый, 
зададзеных параметрычна. 
Звярніце ўвагу на тое, што пры 
знаходжанні датычнай і нармалі 






















3. Умець даследваць параметрычна зада-дзеную 









Самакантроль па ВЭ-3: 
1. Выведзіце формулу для вылічэння вытворнай 
функцыі, зададзенай параметрычна. 

































































3. Запішыце раўнанні датычнай і нармалі да 
параметрычна зададзенай 
крывой, калі ва ўмове задачы 
дадзены параметр t0, то пры 
неабходнасці заўсёды можна 
знайсці х0= φ(t0) і )()( 00 txf ψ= ; 
калі дадзены пункт М0(х0; f(х0)), 
то можна знайсці значэнне 
параметра t0, якому гэты пункт 
адпавядае. 
 
Пры даследаванні на 
манатоннасць, выпукласць 
неабходна ўказваць прамежкі 
змянення аргумента х= φ(t) і 
)(ty ψ= , запісваць каардынаты 
пункта экстрэмуму ў 
дэкартавай прамавугольнай 
сістэме каардынат 










Звярніцеся да вучэбных мэтаў 
ВЭ-3 і супастаўце іх з вашымі  
ведамі і ўменнямі. Наколькі вы 






























































































4. Знайдзіце прамежкі манатоннасці і выпукласці 
ўверх (уніз) астроіды. 
5. Знайдзіце прамежкі манатоннасці, выпукласці 
ўверх (уніз), пункты экстрэмуму і перагібу 
цыклоіды. 






































tttx  знайдзіце пункты, у якіх 
датычная паралельна восі Оу. 
 
У гэтым вучэбным элеменце была атрымана 
формула для вылічэння вытворнай функцыі, 
зададзенай параметрычна, прапанаваны спосаб 
вылічэння вытворных вышэйшых парадкаў такіх 
функцый. Вывучэнне модуля скончана, таму 
можна перайсці да абагульнення− ВЭ- Р. 
 
У прыкладах а) і б) варта 
абавязкова знайсці х0 = φ(t0)і у0 
= ψ(t0), а потым падставіць іх 
значэнні ў раўнанні датычнай і 
нармалі.  
У прыкладах в) і г) для 
знаходжаннеу вытворнай 
спачатку знайсці параметр t0, 
якому адпавядае пункт М0, для 





























Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Мэта ВЭ-Р: абагульніце найбольш значныя 
веды па модулі.  
Для гэтага выканайце наступныя заданні і 
адкажыце на пытанні: 
1. Дайце азначэнні вектар-функцыі, яе абсягу 
вызначэння, вытворнай ў пункце. 
2. Дайце азначэнне жарданавай крывой. 
Прывядзіце прыклады жарданавых крывых. 














4. Вывядзіце формулу для знаходжаннеу 
вытворнай параметрычна зададзенай функцыі ў 
пункце. Якім умовам павінны задавальняць 
функцыі φ(t) і ψ(t)? 
 
У гэтым модулі вы пазнаёміліся з новымі 
паняццямі “вектар-функцыя”, “параметрычна 
зададзеная функцыя”, “жарданава крывая”; 
навучыліся знаходзіць вытворныя вектар-
функцыі і параметрычна зададзенай функцыі; з 
дапамогай дыферэнцавальнага злічэння 
развязваць прыкладныя задачы для 
параметрычна зададзеных функцый, не 
пераходзячы да іх яўнага задання.  
ВЫСНОВА: для функцый (крывых), 
зададзеных параметрычна, пытанні, 
звязанныя з дыферэнцавальнасцю, могуць быць 
развязаны і без пераходу да яўнага выгляду 
задання гэтых функцый (крывых). 
Пасля паўтарэння асноўных тэзісаў матэрыялу 
вам трэба перайсці да выніковага кантролю ВЭ-
К. 
Для адказу на пытанні 
карыстайцеся ведамі, якія вы 
атрымалі, калі вывучалі ўсе ВЭ 
модуля.  
Помніць, што 
• значэнне вектар-функцыя і яе 
вытворная ў пункце t0 ёсць 
радыус-вектар з каардынатамі 
(φ(t0); ψ(t0)) і (φ'(t0); ψ'(t0)) 
адпаведна;  
• ёсць розныя спосабы задання 
сапраўднай функцыі адной 
сапраўднай зменнай: яўны, 
няяўны, параметрычны; 













можа задаваць дарданаву 
крывую, функцыю і некаторае 
мноства пунктаў у дэкартавай 
прамавугольнай сістэме 
каардынат хОу; 
• жарданава крывая часам 
з’яўляецца графікам функцыі, 
але не заўсёды; 
• вытворную параметрычна 
зададзенай функцыі ў пункце 
можна разглядаць як стасунак 
дыферэнцыялаў функцый φ(t) і 
ψ(t). 
ВЭ-К. Выніковы кантроль па модулі 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Пасля вывучэння модуля вы павінны: 
• ведаць азначэнні вектар-функцыі, яе абсягу 
вызначэння, вытворнай у пункце; 
• умець знаходзіць абсяг вызначэння, 
Паўтарыце вучэбны матэрыял 
па дадзеным модулі, па 
канспекце лекцый. Асаблівую 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
вытворную ў пункце вектар-функцыі; 
• ведаць азначэнне непарыўнай жарданавай 
крывой; 
• ведаць азначэнне функцыі, зададзенай 
параметрычна; 
• валодаць навыкамі вылічэння вытворных 
адвольнага парадку функцыі, зададзенай 
параметрычна. 
 Калі вы ўпэўнены ў сваіх ведах і навыках, 
то выканайце наступныя заданні. 
















а) абсяг вызначэння; 
б) мноства, на якім яна непарыўная; 
в) мноства, на якім яна дыферэнцавальная; 
г) вытворную ў пункце 50 =t . 
2. Якія з прапанаваных раўнанняў  
а) 42 22 =++ yxyx ; 













































 t∈ [1; 2]. 
задаюць крывыя Жардана? 
3. Якія з прапанаваных раўнанняў  











 t∈ [0; 2π]; 



















































Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
г) r = cos ϕ; 
д) r = cos 2ϕ. 
з’яўляюцца раўнаннямі акружнасцей? 
4. Запішыце формулы, па якіх вылічаюцца 
вытворныя 1-га, 2-га і г. д. п-га парадкаў 
функцыі, зададзенай параметрычна. 
5. Пабудуйце цыклоіду, астроіду, кардыёіду. 
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7. У дадзеным пункце запішыце раўнанні 































У якіх пунктах датычная паралельна восі Ох; 


















Адказы глядзіце на старонках 
188–189. 
Папрацуйце над памылкамі, якія 
былі зроблены пры выкананні 
заданняў. Якой адзнакай вы 
ацанілі б свае веды? 
 
 Калі вы зрабілі тры і 
болей памылкі, то трэба зноў 
вярнуцца да вывучэння 
дадзенага модуля. 
МОДУЛЬ-Р. Рэзюмэ (абагульненне). 
Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
Мэта М-Р: абагульніце найбольш значныя веды 
па блоку.  
Вывучэнне матэрыяла блоку 
“Дыферэнцыяльнае злічэнне функцыі адной 
зменнай” скончана. Вы вывучалі спосабы 
вылічэння вытворных і дыферэнцыялаў, іх 
выкарыстанне пры даследаванні паводзінаў 
функцый і пабудове графікаў. Авалодалі 
тэрміналогіяй і абазначэннямі, якія прыняты ў 
матэматычным аналізе. Вытворнай функцыі  
 
Звярніцеся да модуля М-0 і 












Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 








калі ён існуе. Існаваніе вытворнай у пункце x0 − 
неабходная і дастатковая ўмовы для таго, каб 
функцыя у = f(х) была дыферэнцавальнай у 
гэтым пункце. Пры гэтым яе дыферэнцыял 
вылічваецца па формуле df(x0) = f '(x0) dx, дзе  
dx = ∆x − прырост незалежнай зменнай. 
Геаметрычны сэнс вытворнай: вытворная 
функцыі f у пункце x0 ёсць вуглавы каэфіцыент 
датычнай да графіка функцыі ў пункце  
М0(x0, f(x0)) або тангенс вугла нахілу датычнай 
у пункце М0(x0, f(x0)) да дадатнага напрамку 
восі Ох. 
Кожная дыферэнцавальная функцыя − 
непарыўная, аднак не заўсёды непарыўная 
функцыя будзе дыферэнцавальнай. Калі f  ' сама 
ёсць дыферэнцавальная функцыя, для яе 
таксама можна знаходзіць вытворную. Так 
узнікаюць вытворныя вышэйшых парадкаў: 
другая, трэцяя і г. д. Вытворныя вышэйшых 
парадкаў выкарыстоўваюцца пры выяўленні  
(n + 1) разоў дыферэнцавальных на адрэзку І 
функцый формуламі Тэйлара і Маклорэна, што 
дае магчымасць развязваць розныя 
матэматычныя задачы, напрыклад, знаходзіць 
набліжаныя значэнні функцый. 
З дапамогай вытворных вызначаюць інтэрвалы 
манатоннасці і выпукласці функцый:  
калі f '(x) > 0 ∀x∈ (a, b), то f − нарастае;  
калі f '(x) < 0 ∀x∈ (a, b), то f − спадае;  
калі f '' (x) > 0 ∀x∈ (a, b), то f − выпуклая ўніз; 
калі f '' (x) < 0 ∀x∈ (a, b), то f − выпуклая ўверх. 
Пры дапамозе вытворнай даследуюць функцыі 
на экстрэмум і перагіб. 
Паняцце вытворнай можна карыстацца пры 
вылічэнні лімітаў функцый. Асноўнае правіла 











Вучэбны тэкст Кіраўніцтва да вывучэння 
выглядзе тэарэм і называецца “Правіла 
Лапіталя-Бярнулі”. На падставе яго магчыма 
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1. Кантрольная работа па дыферэнцыяльнаму злічэнню 
функцыі адной зменнай 
Заданне 1 















+=  б) f (x) = (5 – 3 sin(2x + 1))7; в) .)( sin xxxf =  
В.–2. а) ;arcsinln)( 2 xxx
exf
x
⋅+=  б) f (x) = (x + ln(5x – 1))6; в) f (x) = (arctgx)2x. 
В.–3.  а) ;lncos)(
x
xxexf x +=   б) f (x) = (x + arcsin(6x – 1))7; 






xxexf x +=  б) f (x) = (7 + sin(2x + 3))5; 
в) x xxf 1)( 2 += . 
Заданне 2 




























































































































































































































Задачу на абсалютны экстрэмум. 
В.–0. Дадатны лік a  запісаць у выглядзе сумы трох дадатных складнікаў, два з 
якіх роўныя паміж сабой, так, каб здабытак іх быў найбольшым. 
В.–1. У шар радыуса R  упісаць конус з найбольшым аб’ёмам. 
В.–2. З 54р  м2  металу трэба зрабіць цыліндрычны бак. Якімі павінны быць 
дыяметр асновы і вышыня бака, каб яго аб’ём быў найбольшым? 
В.–3. Сярод усіх трохвугольнікаў, тупы вугал якіх роўны 150о, а сума старон, што 
ўтвараюць гэты вугал, роўна 1,6 дм, знайсці той, плошча якога найбольшая. 
В.–4. Знайсці стораны прамавугольніка найбольшага перыметру, які ўпісаны у 
паўкруг радыуса R  . 
Заданне 4 





























В.–3. а) ;13)( 3
4
x
xxf +=     б) .1)( xe
x









xxf     б) .ln)(
x











2. Узоры развязанняў нулявога варыянта 
Заданне 1 





































б) Выкарыстаем тэарэмы §§ 4—6: 






























Вытворную гэтай функцыi можна было вылiчыць з дапамогай лагарыфмiчнай 
вытворнай. 
в) Пралагарыфмуем абедзьве часткi роўнасцi: 
x xy coslnln = , або 
x
xy coslnln = , 
прадыферэнцуем абедзьве часткi апошняй роўнасцi з улiкам таго, што y −  










cosln' −−= . 





















=  Знойдзем вытворную лічніка ( ) xxаx eeee =−=′− 0  і 















































































































′  і 
вытворную назоўніка ( ) xxxx 4cos4cos4sinsin +=′+ , а потым выкарыстаем 









































 (тут мы 
выкарысталі непарыўнасць паказнікавай функцыі). Знойдзем асобна ліміт 









































Засталося падставіць у паказчык ступені значэнне атрыманага ліміту, канчаткова 
будзе: 10 ==⊗ е . 
Заданне 3 
Глядзіце задачу § 12. 
Заданне 4 












3. Прыкладны пералік пытанняў да экзамену 
1. Задача аб хуткасці прамалінейнага руху. Паняцце вытворнай. 
2. Паняцце вытворнай, механічны сэнс вытворнай. 
3. Паняцце вытворнай. Датычная да плоскай крывой, геаметрычны сэнс 
вытворнай.  
4. Паняцце аднабаковай вытворнай. Тэарэма аб сувязі аднабаковых 
вытворных з вытворнай у пункце. 
5. Дыферэнцавальнасць функцыі, крытэрый дыферэнцавальнасці. 
6. Дыферэнцавальнасць і непарыўнасць. 
7. Вытворная сумы, здабытку, дзелі. 
8. Вытворная складанай функцыі. 
9. Вытворная адваротнай функцыі. 
10. Вытворная функцый αxxa ax ,log, . 
11. Вытворная функцый xx arcsin,sin . 
12. Вытворная функцый xx arccos,cos . 
13. Вытворная функцый xx arctg,tg . 
14. Вытворная функцый xx arcctg,ctg . 
15. Лагарыфмічная вытворная.  
16. Вытворныя вышэйшага парадку. Прыклады. 
17. Формула Лейбніца. 
18. Параметрычна зададзеныя функцыі і іх дыферэнцаванне. 
19. Паняцце дыферэнцыяла функцыі. Геаметрычны сэнс дыферэнцыяла. 
20. Скарыстанне дыферэнцыяла ў набліжаных вылічэннях. 
21. Дыферэнцыял складанай функцыі. Сутнасць інварыянтнасці формы 
дыферэнцыяла першага парадку. 











23. Тэарэма Ферма і яе геаметрычны сэнс. 
24. Тэарэма Роля і яе геаметрычны сэнс. 
25. Тэарэма Лагранжа і яе геаметрычны сэнс. 
26. Тэарэма Кашы і тэарэма Дарбу (без доказу). 
27. Правіла Лапіталя-Бярнулі (выпадак 
0
0 ). 
28. Раскрыццё нявызначанасцей 00 ,0,1,0,, ∞∞×∞−∞
∞
∞ ∞ . 
29. Крытэрый сталасці функцыі на прамежку. 
30. Дастатковая ўмова нарастання (спадання) функцыі на прамежку. 
31. Неабходная і дастатковая ўмова нарастання (спадання) функцыі на 
прамежку. 
32. Экстрэмум функцыі. Неабходная ўмова экстрэмуму. 
33. Першая дастатковая ўмова экстрэмуму. 
34. Другая дастатковая ўмова экстрэмуму. 
35. Знаходжанне найбольшых і найменшых значэнняў. Тэарэма аб 
найбольшым (найменшым) значэнні непарыўнай на прамежку функцыі, якая мае 
адзіны пункт экстрэмуму. 
36. Выпукласць функцыі. Дастатковая ўмова выпукласці функцыі. 
37. Пункты перагібу графіка функцыі. Дастатковая ўмова перагібу. 
38. Асімптоты графіка функцыі. 
39. Формула Тэйлара. Розныя формы астачы. 
40. Формула Маклорэна. Раскладанне па формуле Маклорэна sin x, cos x, 











 4. Формулы Маклорэна для некаторых элементарных функцый  
 
Ва ўсіх формулах рэшткавы складнік прыведзены ў форме Лагранжа, а лік с 







































































,  x∈(−1;1). 
nkknnnnn xxa
k



































27  км/гадзіну. 
ВЭ-3 3 можа мець вертыкальную датычную. 
ВЭ-4 3 а) х =0; б) Zkkх ∈+= ,
2
ππ ; в) у адвольным х∈ R; г) х = 1. 
Выніковы кантроль па модулі ВЭ-К 
1 дыферэнцавальная а) у пункце х = 0; б) у адвольным х ∉Z; в) у 




3 (2; 10). 
4 
3
1  м/с. 
5 а) a = 2x0, b = – 2x02;б) a = f–'(x0), b =  f (x0)– f–' (x0) x02. 
6 f ' (x1) > 0, f ' (x2) = +∞, f ' (x3) = 0, f ' (x4) = – ∞, f ' (x5) < 0. 
МОДУЛЬ 2 
Самакантроль 
ВЭ-1 4 здабытак – так, дзель – не. 
5 так. 
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в) ( )
x






































































































































∈+∈−   ),;(  ,
sin2
ctg πππ ; 














































∈≠−   ,  ,
sin
ctg2
2 π ; 




















































































































dx ; б) 
xxx
dx

























sin2 ; б) 











− ;  
г) dxxx 32 2sin3 ⋅− . 
ВЭ-3 4 а) dxaxa x ⋅⋅⋅ lncossin ; б) dxxxa a ⋅⋅⋅ − cossin 1 ;  










−⋅⋅⋅ ;  
г) ( )dxaxaxxa ax −⋅⋅⋅⋅ − sinlncossin 1sin . 
ВЭ-4 3 калі 0>∆x , то ƒ − нарастае; калі 0<∆x , то ƒ − спадае. 
ВЭ-5 2 
а) 8+4ln2; б) 0,9; в) 1+
18
π ; г) −ln2−1+
18
3π ; д) 
80





















































































!10!50 ;  
















г) xxxx cos100sin ⋅⋅−⋅ . 
ВЭ-3 3 22 )3sin93cos6( dxxxxfd ⋅−= . 
4 a) 22 )3ln2( dxxfd +⋅= ; б) xdxxxdxxfd 222 )ln2()3ln2( +⋅++⋅= , дзе 































∑ ;  


















+ ;  
г) 100)cos100sin( dxxxxx ⋅⋅⋅−⋅ . 
Выніковы кантроль па модулі ВЭ-К 
5 
























































ВЭ-1 3 а) 89−=наймy ; 100=найбy ; 
 б) 1=наймy ; 525 −=найбy ;  
в) 0=наймy  пры 2,0 == xx ; 3 9=найбy  пры 3=x ;  
г) 2−=наймy ; 2/33=найбy . 




14 ; б) 
4
π . 
Выніковы кантроль па модулі ВЭ-К 
4 а) 0=наймy  пры 1=x ; 5ln=найбy  пры 3=x ; 
б) 33/2=наймy  пры 3/1=x ; 6=найбy  пры 2−=x ;  
в) 1−=наймy  пры 0=x ; 0=найбy  пры 2/1−=x ;  
г) 0=наймy  пры 0=x ; 2/3=найбy  пры 1=x ;  
д) 3=наймy  пры 0=x ; eyнайб /14 −=  пры 1=x ; 
е) eyнайм /1−=  пры 1−=x ; 0=найбy  пры 0=x . 
6 а) 3/11 =c  і 3/12 −=c ;  б) 3/1=c . 
10 2/11 =c  і 22 =c . 
11 )1;1(C  і  )1;1( −−D . 














ВЭ-1 4 а) 
3
1
− ; б)0 ;  в) 0 ; г) 
3
2 ; д) 0 ; е) 6−e ; ж) 1. 
ВЭ-2 4 а) нарастае на [ ]1;1− , спадае на ( ]1;−∞−  і на [ )+∞;1 ; б) нарастае на 
( )+∞∞− ; ; в) нарастае на ( )2;0 +  і спадае на ( )+∞;2 ; в) нарастае 
на ( ]1;−∞−  і на [ )+∞;1 , спадае на [ ]1;1− ; г) нарастае на [ ]1;1− , спадае 
на ( ]1;−∞−  і на [ )+∞;1 . 
ВЭ-3 7 а) 17max =y  пры 1−=x ; 47min −=y  пры 3=x ; б) 0min =y  пры 
5,1 =−= xx ; 3max 188
81
=y   пры 
2
1




min −=y  пры 4
1
=x . 
9 а) 60max =y  пры 0=x ; 53min =y  пры 1=x ; 507min −=y  пры 3−=x ;  
б) 
2
1arctg52ln2max −−=y  пры 2
1
=x ; 2arctg52ln2min −=y  пры 2=x ; 
в) 25max =y  пры 2−=x ; 2min −=y  пры 1=x . 
ВЭ-4 9 а) пункты перагібу ( )0;0  і ( )2;1 , функцыя выпуклая ўверх на 
( )0;∞−  і на ( )+∞;1  і выпуклая ўніз на ( )1;0 ; б) пункты перагібу 
( )2ln;1  і ( )2ln;1− , функцыя выпуклая ўверх на ( )1;−∞−  і на ( )+∞;1  і 
выпуклая ўніз на ( )1;1− ; в) пункты перагібу ( )0;0  і 
( )28/37;2/3 ±± , функцыя выпуклая ўверх на ( )2/3;−∞−  і на 
( )2/3;0  і выпуклая ўніз на ( )0;6−  і ( )0;6 ; г) пункт перагібу 
( )0;0 , функцыя выпуклая ўверх на ( )+∞;0  і выпуклая ўніз на 
( )0;∞− ; д) пункты перагібу ( )0;0  і ( )0;2 , функцыя выпуклая ўверх 
на ( )0;∞−  і на ( )+∞;2  і выпуклая ўніз на ( )2;0 ; е) пункты перагібу 
( )2/;1 π , функцыя выпуклая ўверх на ( )+∞;1  і выпуклая ўніз на 
( )1;∞− ; ж) пункт перагібу ( )16/5; 2/56/5 +−− ee , функцыя выпуклая 
ўверх на ( )6/5;0 −e  і выпуклая ўніз на ( )+∞− ;6/5e ; з) пункты перагібу 
( )2/2;2−  і ( )3/2;2 , функцыя выпуклая ўверх на ( )2;−∞−  і 



























12 4724,0≈ . 
13 9848,0≈ . 
Выніковы кантроль па модулі ВЭ-К 
2. а) 
2
1 ; б) 
e
1 ; в) 0 ; г)
2
1  д) acos ; е) 
π
2 ; ж) 2−e ; з) 2/1−e ; і) 
3
1











9. а) нарастае на ( )+∞∞− ; ; б) нарастае на ( )2;−∞−  і ( )+∞;0 , спадае на 




=x  - пункт мінмуму; б) nx ππ 2
4




+=  (n∈Z) - пункт максімуму. 
11. а) пунктаў перагібу няма, функцыя выпуклая ўверх на ( )1;−∞−  і 
выпуклая ўніз на ( )+∞− ;1 ; б) пункт ( )0;0  - пункт перагібу. 
12. а) 0max =y  пры 0=x ; 4min −=y  пры 2=x ; ( )2;1 −  -пункт перагібу; 
б) 3min =y  пры 1=x ; ( )0;23−  -пункт перагібу, 0=x  - асімптота; 
в) 5,4max −=y  пры 3=x ; 5,4min =y  пры 3−=x ; ( )0;0  -пункт перагібу, 
3±=x  і xy −=  - асімптоты; 
г) 0min =y  пры 1−=x ; ( )2ln;2−  і  ( )2ln;0 -пункты перагібу;  









1  -пункт перагібу, 1=x  і 0=y - 
асімптоты; 
е) 0max =y  пры 2=x ; ( )2ln;1  і  ( )2ln;3 -пункты перагібу. 
13. Роўнастаронні. 
14 Скрынка павінна быць кубам з кантам 3 V . 





































































ВЭ-1 4 а) непарыўная і дыферэнцавальная, калі t∈(1; + ∞);  
б) непарыўная, калі t∈ [–1; 1] і дыферэнцавальная, калі t∈ (–1; 
1); 
в) непарыўная і дыферэнцавальная, калі nt π≠  (n∈Z). 
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2 xy −=  − датычная, 32 −= xy  − нармаль;  
б) xy 32 −=  − датычная, 
3
xy =  − нармаль;  
в) xay
3











−= xy  − датычная, xxy 32
2
33
















 +−∈ nnt πππ ;
2





 +∈ nnt πππ
2
; ; 









; выпуклая ўніз, калі 
( )nnt πππ 2;2+−∈  (п∈Z). 
5 нарастае, калі ( )nnt πππ 2;2 +∈ ; спадае, калі 
( )nnt ππππ 22;2 ++∈ ; усюды выпуклая ўверх; калі nt π2=  − 
пункут мінмуму; калі nt ππ 2+=  − пункут максімуму; пунктаў 
перагібу няма (п∈Z). 












































1;0t ; усюды выпуклая 
ўніз.  
7 (4; 3), (3; 7). 
Выніковы кантроль па модулі ВЭ-К 
1 











2 а), б), д). 
3 а), б), г). 
5 






6 а) xy −+= 1
2
π  − датычная; xy −+= 1
2
π  − нармаль; паралельных восям 





















−= xy  − датычная; xy 32
2
33
−=  − нармаль; паралельныя 
восі Ох у пунктах (0; 1), (0; −1); паралельныя восі Оу у пунктах (2; 0), 
(−2; 0); паралельныя у = 1 − х у пунктах 
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